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par
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Résumé. — Nous montrons que ’énergie mutuelle (ou le produit d’intersection
au sens de la théorie d’Arakelov) de deux systémes dynamiques associés & des mor-
phismes de Lattés sur Q est uniformément minorée et en déduisons une preuve d’une
conjecture de Bogomolov-Fu-Tschinkel : le nombre d’images communes de points de
torsion de deux courbes elliptiques sur C non isomorphes par un morphisme standard
vers la droite projective est uniformément borné.

La démonstration repose de fagon essentielle sur la théorie des espaces de Berkovich
sur Z et sur un argument original permettant d’obtenir une estimation globale a partir
d’une estimation centrale (au-dessus d’un corps trivialement valué).

Abstract (Analytic dynamics over Z. II: Uniform gap between Lattés and
conjecture of Bogomolov-Fu-Tschinkel.)

We prove that the mutual energy (or the intersection product in the sense of
Arakelov theory) of two dynamical systems associated to Lattés morphisms over Q
is uniformly bounded below and deduce a proof of a conjecture of Bogomolov-Fu-
Tschinkel: the number of common images of torsion points of two non-isomorphic
elliptic curves over C by a standard morphism to the projective line is uniformly
bounded.

The proof crucially relies on the theory of Berkovich spaces over Z and on an
original argument allowing to obtain a global estimate from a central estimate (over
a trivially valued field).
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2 JEROME POINEAU

1. Introduction

Nous poursuivons ici ’étude des systémes dynamiques dans le cadre des espaces
de Berkovich sur Z initiée dans [Poi22] et en tirons quelques applications arithmeé-
tiques. Nous proposons en particulier une preuve du résultat suivant, qui résout par
Paffirmative une conjecture due a F. Bogomolov, H. Fu et Yu. Tschinkel (¢f. [BFT18|
conjectures 2 et 12]).

Théoréeme A (infra corollaire . — 1l existe M € R~g telle que, pour toutes
courbes elliptiques E, et Ep sur C et tous revétements doubles w,: E,; — Pé et
T By — P& tels que mo(E,[2]) # mp(Eb[2]), on ait

4(7a(Ealoc]) N my(Eploc])) < M.

Notre stratégie s’inspire directement de celle mise en ceuvre dans [DKY20], ou
L. DeMarco, H. Krieger et H. Ye démontrent le théoréme [A] pour des courbes ellip-
tiques E, et Ey, ou plutot des paires (Eq, m,) et (Ep, mp,), appartenant a la famille de
Legendre. Il s’agit d’une approche de nature dynamique.

Rappelons qu’a toute paire (E, ) comme ci-dessus, on peut associer un endomor-
phisme L de P{, dit de Lattés, caractérisé par le diagramme commutatif suivant :

E&E

|7 |

1 L 1
Pc ’ PC

L’ensemble 7(E[oc]) coincide alors avec I'ensemble des points prépériodiques de L.
Il s’agit donc de comparer les systémes dynamiques associés a deux morphismes de
Lattés distincts sur P!,

Si 'on remplace le corps des nombres complexes C par le corps des nombres
algébriques Q, on dispose d’outils arithmétiques qui permettent d’aborder le pro-
bléme. En particulier, la théorie d’Arakelov permet d’associer & deux systémes dy-
namiques ¢, et ¢, sur P! un nombre réel positif (Pa, cpb) qui se comporte comme
une distance (ou plutdét son carré). Dans le cas des morphismes de Lattés associés a
la multiplication par 2, cette distance est uniformément minorée.

Théoréme B (infra théorémes et . — 1l existe mg € Rsq telle que, pour
tous morphismes de Lattés Lo, # Ly, sur Q comme ci-dessus, on ait

(La, Lp) > my.

Ce résultat propose une explication conceptuelle & la conjecture de Bogomolov-
Fu-Tschinkel. C’est un ingrédient crucial dans notre preuve du théoréme [A]

La démonstration du théoréme [B] fait intervenir une minoration globale par une
hauteur, que nous déduisons d’une minoration « centrale », au-dessus d’un corps
trivialement valué.

1.1. Ingrédients. — Le théoréme [B| porte sur des paires de morphismes de Lattés
associés & la multiplication par 2. Pour le démontrer, nous nous placons sur un espace
de modules convenable ). Décrivons-le ici en quelques mots.

| s’agit précisément du produit d’intersection des premiéres classes de Chern des fibrés métrisés
associés & p, et p.



Les applications de Lattés L, et Ly (et méme les couples (E,, m,) et (Ey, mp), & iso-
morphisme prés), sont déterminés par la donnée des ensembles images de la 2-torsion
7a(E4[2]) et mp(Fp[2]). Chacun d’eux posséde exactement quatre points dans PH(Q),
disons a1, ag, as, aq pour 7, (E,[2]) et by, be, bs, by pour my( Ep[2]). L’espace de modules
correspondant est donc, a priori, de dimension 8.

A l'aide d’homographies, on peut se ramener & un espace de dimension 5 = 8 — 3.
Le procédé classique consisterait & envoyer trois des points précédents sur 0,1, co.
Afin de ne pas briser la symétrie, nous préférons ne fixer que deux des points (a4 en co
et by en 0) et garder le degré de liberté supplémentaire pour travailler & homothétie
prés. En d’autres termes, I'espace de module )Y que nous considérons est un sous-
espace de P;[ 1 avec coordonnées homogenes [aj : ag : as: by : ba : bs]. (Nous excluons
la caractéristiaue 2 pour des raisons liées a la définition des morphismes de Lattés
considérés.)

Un outil fondamental utilisé dans ce texte est 'énergie mutuelle (g, pp). Nous
I'introduisons ici rapidement, en suivant la présentation qu’en donnent Ch. Favre et
J. Rivera—Letelier dans [FR06].

Plagons-nous tout d’abord dans le cadre complexe. Pour deux mesures p, et
suffisamment réguliéres sur P*(C), on pose

asp == [ oo~y m)2) @ o — o))
iag

On peut définir de méme une énergie mutuelle sur tout corps ultramétrique com-
plet k en remplacant P!(C) par la droite projective P,lc’aLn au sens de Berkovich et
en généralisant convenablement la valeur absolue |z — y|.

Du coté global, étant donné un corps de nombres K, avec un ensemble de places
noté¢ Mg, et deux familles de mesures suffisamment réguliéres pg = (fav)vemy €t

b = (Hb,0)ve My, ON POSe

<:ua>,ub> = Z Nv </’LCL,U7MZ),U>>
vEM g

ou les N, sont des constantes de normalisation.

Dans le cadre qui nous intéresse, des familles de mesures naturelles sont fournies
par la théorie des systémes dynamiques. Soient L, et L; des morphismes de Lattés
sur P}<. Pour v € M, notons fiq,. (resp. fip,) la mesure d’équilibre associée a L,
(resp. Lyp) sur P}f:n ou P!(C), en fonction du type, fini ou infini, de la place considé-
rée. Rappelons que ces mesures sont essentiellement caractérisées par les propriétés

La*ﬂa,v = 4Ha,v et Lb*ﬂb,v = 4,Ub,v>

les morphismes L, et Ly étant ici de degré 4. On pose alors

<La>Lb> = <(Ma,v)v€MKa (Mb,v)vEMK>-

Mentionnons que I’énergie mutuelle permet de retrouver certaines hauteurs clas-
siques. En effet, soit F' un ensemble fini de K invariant par Gal(K /K). Pour v € M,
notons [F], la mesure sur P}éin ou P!(C) provenant de la mesure de probabilité équi-
distribuée sur les images des points de F' dans P!(K,) ou P!(C). On a alors

<La7 [F]> = <(:U’(1,U)UGMK7 ([F]U)UGMK> = hLa(F)7
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ou le membre de droite désigne la hauteur dynamique de F' associée & L,. En parti-
culier, on peut retrouver les points prépériodiques de L, comme le lieu d’annulation

de (Lq, [-])-

1.2. Stratégie de la preuve du théoréme — Le théoréme [B] constitue, se-
lon nous, le résultat le plus important de ce texte. La stratégie que nous mettons en
ceuvre pour le démontrer présente un intérét propre et nous ’exposons ici en détail.
Le principe général s’en exprime simplement : les invariants arithmétiques globaux
possédent des analogues, que nous qualifierons de centrauz, définis en valuation tri-
viale et ou se refléte leur comportement.

Nous appliquons ici ce principe a I’énergie globale (L, Ly,). Le point de départ est
la décomposition en somme de facteurs locaux :

<Laa Lb> = Z Nv <La,v7 Lb,v>7
veEMK

ou K est un corps de nombres sur lequel L, et L sont définis.

La stratégie se décompose en 3 étapes. La premiére et la derniére sont générales
et pourraient s’appliquer dans bien d’autres situations. La deuxiéme, en revanche,
est spécifique au probléme considéré.

» Etape 1 : du discret au continu.

La premiére étape consiste & compléter la famille discréte ((Lq, Lp)y)venr, €0 une
famille continue. Pour ce faire, nous aurons recours & la théorie des espaces de Berko-
vich sur les anneaux de Banach et, plus précisément ici, sur 'anneau des entiers Ok
du corps de nombres K. Elle a été esquissée par V. Berkovich dans [Ber90], dévelop-
pée plus en détails par 'auteur dans [Poil0), [Poil3| en ce qui concerne les aspects
algébriques, puis par 'auteur en collaboration avec Th. Lemanissier dans [LP20] en
ce qui concerne les aspects topologiques et cohomologiques. Des détails figurent dans
[Poi22, section 2].

Rappelons que le spectre analytique M (O ) est défini comme 1’ensemble des semi-
normes multiplicatives sur Og. Il contient donc les valeurs absolues normalisées |- |,
pour v € M, ainsi que beaucoup d’autres points, par exemple les puissances de ces
valeurs absolues ou encore la valeur absolue triviale |-|o (envoyant tout élément non
nul sur 1). Du point de vue topologique, 'espace M(QOk) posséde de bonnes pro-
priétés : séparation, compacité locale et globale, connexité par arcs locale et globale.
La topologie de M(Of) est de nature adélique et, bien qu’étant fermé, le point cen-
tral |- |o se comporte comme une sorte de point générique, au sens ol ses voisinages
sont trés gros (cf. figure [1)).

La définition d’énergie locale proposée par Ch. Favre et J. Rivera—Letelier est
remarquablement générale et fait sens sur tout corps valué complet. Pour tout point
x de M(Of) (a l'exception de ceux de caractéristique 2 pour des raisons spécifiques
aux morphismes de Lattés considérés), on peut donc définir la quantité (Lq s, Lp )
comme |’énergie mutuelle locale des endomorphismes induits par L, et L; sur la
droite projective de Berkovich sur le corps H(z) associé¢ & z. (Si la semi-norme ||,
associée & = est une valeur absolue, H(x) n’est autre que le compléte de K par
rapport a |-|z.)

D’apreés [Poi22] corollaire D], la fonction

T € M(OK) \ V(2) — <La,x7 L(,7$> c RZO



FIGURE 1. Un voisinage de |-|o dans M(Ok).

est continue. On peut donc se faire une idée du comportement de la famille
((Law, L) JoeMy en étudiant le comportement de la quantité centrale correspon-
dante (Lq,0, L) au-dessus de |- |o.

Dans la suite de ce texte, nous étudions la famille ((Lq, Lby))venr, en faisant
varier non seulement v, comme ci-dessus, mais également le couple (Lg, Lp). A cet
effet, nous travaillerons sur I'espace de modules Y (défini sur Z[3]) mentionné au
début de la section[1.1} Comme on s’y attend, il posséde un analytifié Y (sur M(Z)\
V(2)). La propriété de continuité de 1’énergie énoncée plus haut reste valable dans
ce cadre.

Théoreme C (infra théoréme [1.10). — La fonction

(a, b,:L') cyY r— <La’m, Lb,:c> S RZO

est continue.

» Etape 2 : minoration centrale.

Dans la deuxiéme étape, nous minorons ’énergie mutuelle (Lq 0, Ly o) de deux
applications de Lattés Lq o et Ly centrales, c’est-a-dire correspondant a un point
de Y au-dessus de |-|o. Elles sont définies sur un certain corps valué k, qui est une
extension de (Q,|-]o).

Dans ce cadre, plusieurs simplifications se produisent, et la théorie peut étre rendue
explicite. On sait par exemple décrire les mesures d’équilibre associées a L, g et Ly :
elles sont proportionnelles aux mesures de Lebesgue sur deux segments I, et Ipq
contenus dans P,lg’an. La théorie de Favre-Rivera—Letelier se préte également trés bien
a des calculs concrets. Nous obtenons finalement les expressions générales suivantes
(cf. figure |2 pour les notations).

Théoréme D (infra théorémes et . — SilaoNIyo=0, ona
1 Leer B }EZ%’

1 1
Lo Lpo) = = bo+ =~ by + = dgy — ~ 0%
(La.0, Lo o) glatghtglde 57—~ 57,
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SilaoNIyp #0, on a

11 163, 100 1O 1 (00 4 )
Lyo, L = b, + =0l — 1, ~%ab _ ~“tata _ bbb _ Z\"a™b a’h)tab
(Lao: Loo) = gla+ gl —la + G700 =370, " 3274, 2 A

143
N N Zg 0y
, dab eb
— A
Is0 Iy

FIGURE 2. Configurations de I, o et Ip 0.

Nous souhaitons disposer d’une minoration de (L 0, Ly o) sur toute la partie Y de
I'espace de modules Y située au-dessus de |- |o. A cause de la nature ultramétrique du
corps (Q, |- |o), I'énergie (L, Lp)o peut étre nulle méme lorsque les morphismes L, g
et Lo sont distincts. Il est donc vain de chercher a la minorer par une constante
strictement positive. Nous parvenons, en revanche, a la minorer par une expression
dépendant de paramétres a;, b; (1 <4,j < 3) décrivant Y, de la forme

<La,07Lb,0> > F(log(|ai|)7log(|bj|)7 1< iaj < 3)7

sous certaines conditions peu contraignantes.

» Etape 3 : du central au global.

Dans la troisiéme étape, nous minorons 1’énergie mutuelle globale (L, Ly) de deux
applications de Lattés L, et Ly associées & la multiplication par 2.

Nous commencons par démontrer un résultat technique permettant de passer
d’une minoration centrale, c’est-a-dire au-dessus de |-|p, & une minoration similaire
en presque toute place, en nous appuyant sur le caractére adélique de la topologie
de M(Z), et une minoration plus faible en les places restantes.

Un ingrédient essentiel est application flot qui, pour ¢ € ]0, 1] envoie un point x

associé a une semi-norme |-|; sur le point z° associé a la semi-norme |-|5. On dit
qu'un espace de Berkovich V est flottant s’il est stable par le flot. On dit qu’une
fonction g: V' — R est log-flottante si, pour tous x € V et € € ]0,1], on a g(zf) =
eg(z). Des exemples typiques sont les fonctions log(|a;|), log(]b;]), ou encore x +—
<La,:r:a Lb,z) .
Lemme FE (infra lemme . — Soient V un espace de Berkovich sur Z flottant
et &€, f1, fa € C(V,R) des fonctions continues log-flottantes. Notons pr: V. — M(Z)
la projection canonique et supposons qu’elle est presque surjective. Supposons qu’il
existe sg € Rsq tel que

i) Uapplication Pr|{f,—so} €S propre;
i) on a &> fa sur {f1 =so} Npr2(|-|o).



Alors, pour tout a € Rsyg, il existe to, € Rso et un ensemble fini P, de nombres
premiers tels que

w¢aum$8z—%ﬁ+EWMﬁ>@ﬂm40m

et
e PuUfoch €2~ it gy sur U > ta) 1o (),

En sommant sur les places, on obtient une minoration globale par une fonction
de type hauteur (cf. théoréme et corollaire [5.7)). Dans notre cas, en partant de la
minoration centrale obtenue a ’étape 2, on parvient au résultat suivant.

Théoréme F (infra théoréme [6.5). — Il existe C € R~ et D € R telles que, pour
tous morphismes de Lattés Lo # Ly, sur Q comme précédemment, on ait

(Lg, Ly) > C h([a:0]) + D,

ot h([a: b)) désigne la hauteur logarithmique du point de l’espace projectif de coor-
données homogénes [ay : az : a3 : by : by : bs].

Un raisonnement par ’absurde entraine alors la minoration absolue du théoréme B]
En effet, supposons l'existence d’une suite de points dont ’énergie globale associée
tend vers 0. Pour des indices assez grands, I’énergie archimédienne de ces points
est strictement positive, mais petite, donc ces points se rapprochent du bord de
I’espace de modules. Cette propriété peut se traduire en termes de la valeur absolue
archimédienne des coordonnées, par exemple par le fait qu’elles soit trés petite (ou
d’autres fagons qui se traitent de méme). La formule du produit impose alors aux
valeurs absolues ultramétriques d’étre trés grandes, donc & la hauteur d’étre trés
grande et 'on aboutit & une contradiction.

Afin d’insister sur le caractére trés général et aisément reproductible de la stra-
tégie présentée ici, et notamment des étapes 1 et 3, nous indiquons également com-
ment obtenir un analogue du théoréme [F] pour des systémes dynamiques de la forme
P.: z — 2% + c avec ¢ € Q. Ce résultat, avec des constantes explicites, a été établie
par L. DeMarco, H. Krieger et H. Ye dans [DKY22]. Nous nous appuyons sur leurs
calculs pour obtenir la minoration centrale nécessaire & notre étape 2. Le résultat
s’obtient alors en quelques lignes, grace au lemme [E]

Théoréeme G (infra remarque . — 1l existe C' € Rsq et D' € R telles que,
pour tous ¢ # d € Q, on ait

(P.,P)) > C'h(c,d) + D',

ot h(c,d) désigne la hauteur logarithmique usuelle sur QQ.

Une minoration du type de celle du théoréme [B| s’en déduit sans peine par un
argument similaire & celui esquissé plus haut dans le cas des morphismes de Latteés.
Nous renvoyons le lecteur intéressé a [DKY 22| pour des conséquences en termes de
majoration uniforme de nombre de points prépériodiques communs, dans la lignée
du théoréme [Al

1.3. Application a la conjecture de Bogomolov-Fu-Tschinkel. — Nous
avons déja indiqué plus haut que I’énergie mutuelle se comportait essentiellement
comme le carré d’une distance. En appliquant ce principe & partir de deux mor-
phismes de Lattés L, et Ly sur un corps de nombres K et d’un ensemble fini F' de
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points de K stable par Gal(K /K), on obtient la suite d’inégalités
53/2 < (La, Lo)'/?
< (L, [F)Y? + (Ly, [F])Y? + terme d’erreur
< hp, (F)Y2 4 by, (F)Y2 + terme d’erreur.

Dans le cadre de la conjecture de Bogomolov-Fu-Tschinkel, ot F' est composé de
points prépériodiques a la fois pour L, et Ly, les hauteurs dynamiques sont nulles et
seul subsiste le terme d’erreur. C’est donc lui qu’il faut estimer.

On peut y parvenir en utilisant, de nouveau, une stratégie du central au global
généralisant celle mise en ceuvre dans [DKY20, section 7|. Par des techniques de
potentiels Holder, Thomas Gauthier a obtenu un résultat plus général, valable pour
des familles arbitraires de systémes dynamiques sur P! (¢f. [Gau23|). Dans notre
contexte, il s’énonce ainsi.

Théoréme H (infra théoréme . — 1l existe C1 € Rsq tel que, pour tout § €
10,1], on ait

(Lo, L) < dmax(he, (F), hr, (F)) + C1 (8 - 10?;5)) (h([a: b)) +1).

Pour un choix de § adéquat, on peut combiner cette inégalité avec celle des théo-
rémes [B| (pour les points de petite hauteur) et [F| (pour les points de grande hauteur)
pour obtenir la majoration absolue de fF désirée.

1.4. Autres approches. — Soulignons de nouveau que notre stratégie suit fide-
lement celle proposée par L. DeMarco, H. Krieger et H. Ye dans [DKY20], pour
traiter le cas de courbes elliptiques F, et Ej sous forme de Legendre. En particulier,
l'idée de passer par la succession de théorémes [B] [F] [H] pour aboutir a la conjecture
de Bogomolov-Fu-Tschinkel leur est due.

Indiquons plus précisément les différences entre notre travail et [DKY20|. La
principale concerne la dimension de ’espace de modules considéré. Le fait d’imposer
aux courbes E, et Ej d’étre sous forme de Legendre permet de fixer trois des para-
métres pour chaque courbe (en 0, 1, 00 par convention) et laisse donc seulement deux
variables libres (au lieu de 5 dans le cas général). En outre, dans une grande partie
de [DKY20], c’est le quotient des paramétres qui intervient, et I’étude porte alors
sur un espace de dimension 1, cadre dans lequel existent de nombreuses techniques
spécifiques. A titre d’exemple, on peut citer les dégénérescences de mesures, étudiées
par Ch. Favre sur un disque hybride dans [Fav20], et que nous avons généralisés a
une base arbitraire dans [P0i22]. Elles sont au cceur de I’étape 1.

Des différences interviennent également dans ’étape 2, ol la combinatoire des
segments I, et I, se complique de fagon sensible. En effet, dans [DKY20], le fait
d’imposer trois coordonnées communes force les deux segments a étre soit alignés, soit
inclus I'un dans 'autre. Par conséquent, seul le second cas du théoréme |D] intervient
et les trois derniers termes de la formule disparaissent.

Dans I’étape 3, I'approche est plus radicalement différente. Dans [DKY20], les
énergies mutuelles sont calculées explicitement en valuation triviale et & chaque place
ultramétrique, en traitant & part le cas de la valuation 2-adique. Du c6té archimédien,
I’énergie mutuelle est estimée a partir de celle en valuation triviale par des techniques
de dégénérescence basées sur [Fav20]. Dans ce texte, nous effectuons un unique calcul



en valuation triviale et en tirons directement des informations en toute place en nous
appuyant sur [Poi22] (que I'on peut voir comme un analogue global de [Fav20]).

Indiquons finalement d’autres approches, plus indirectes, au théoréme [A] Elles
nous ont été signalées par L. DeMarco, que nous remercions ici. Les techniques em-
ployées y sont de nature fondamentalement différente des notres, algébriques et arith-
métiques plutdt qu’analytiques et dynamiques, méme si les champs d’applications se
recoupent parfois, comme ici. .

Dans leur article [BT07|, F. Bogomolov et Yu. Tschinkel démontrent que 'inter-
section g (Eq[oo]) N mp(Ep|oo]) est finie via la conjecture de Manin-Mumford (dé-
montrée par M. Raynaud dans [Ray83]) appliquée a la courbe de E, x E} obtenue
comme image réciproque de la diagonale de P! x P! par m, x m,. En effectuant
cette construction de fagon relative sur ’espace de modules ), on obtient une courbe
relative C dans un espace fibré en produits de courbes elliptiques. Aprés quelques vé-
rifications d’apparence routiniére, la version de la conjecture de Bogomolov relative
démontrée par L. Kiithne dans [Kiith21] devrait permettre de conclure que I’ensemble
des points de torsion contenus dans C n’est pas Zariski-dense, et d’en déduire le théo-
réme [A] De fagon alternative, on peut appliquer les résultats récemment obtenus par
Z. Gao, T. Ge et L. Kiihne dans [GGK21] sur une version uniforme de la conjecture
de Mordell-Lang.

Notons que 'on peut inverser le raisonnement de cette derniére approche pour
démontrer, a partir du théoréme[A] une version uniforme de la conjecture de Manin-
Mumford pour certaines familles de courbes. Cette stratégie a été menée & bien
dans [DKY20, section 9| en genre 2, a partir de la conjecture de Bogomolov-Fu-
Tschinkel pour les paires de courbes elliptiques sous forme de Legendre. En utilisant
le cas général de la conjecture, il est vraisemblable que 1’on puisse également obtenir
des résultats en genre 3, 4 ou 5. L’article [GGK21] traitant déja ces questions de
fagon plus générale, nous n’avons pas cherché & poursuivre dans cette direction.

Finalement, mentionnons le texte [DM24] de L. DeMarco et M. Mavraki, posté-
rieur & celui-ci, qui propose une nouvelle démonstration du théoréme [A| (mais pas du
théoréme , par des techniques de dynamique complexe, ainsi que des généralisa-
tions & d’autres classes de morphismes suffisamment génériques.

1.5. Organisation du texte. — Une introduction rapide a la théorie des espaces
de Berkovich sur les anneaux de Banach figure dans le texte [P0i22] qui précéde celui-
ci et nous y renvoyons le lecteur intéressé. Nous nous contentons ici de rappeler, dans
la section , la description explicite du spectre analytique M(Z), I'espace de base
sur lequel s’effectuent nos constructions.

La section [3| commence par quelques rappels sur la théorie de ’énergie mutuelle
de Ch. Favre et J. Rivera—Letelier. Elle contient également des calculs explicites de
cette énergie, menant au théoréme [D|de I’étape 2.

La section [4] est consacrée aux morphismes de Latteés associées a la multiplication
par 2. Nous y construisons ’espace de modules des paires de tels morphismes et
démontrons le théoréme [C] sur la continuité des mesures, qui fait 'objet de 'étape 1.

L’étape 3 s’effectue en deux temps. Dans la section[5] nous démontrons le lemme [E]
permettant de passer d’une estimation centrale & une estimation en toute place. Nous
avons cherché & rédiger cette partie de fagon aussi générale que possible, afin de
la rendre applicable dans d’autres contextes. Dans la section [6] nous utilisons ces
résultats dans le cadre qui nous intéresse pour démontrer les théorémes [F] puis
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La section [7] finale est consacrée a la démonstration du théoréme [A] répondant a
la conjecture de Bogomolov-Fu-Tschinkel.

1.6. Remerciements. — L’auteur remercie chaleureusement Velibor Bojkovié
pour de nombreux échanges fructueux, qui ont notamment permis de détecter une
erreur majeure dans une version préliminaire de ce texte. Il remercie également
Thomas Gauthier de lui avoir transmis les notes [Gau23| et permis de les utiliser.

1.7. Notations. — Nous regroupons ici quelques notations qui seront utilisées tout
au long du texte.

e On note P l'ensemble des nombres premiers. Pour p € P, on note |-|, la valeur
absolue p-adique sur Q usuelle, normalisée par la condition [p|, = %. On note |- |00
la valeur absolue usuelle sur Q.

Soit K un corps de nombres. On note Mg 1’ensemble des places de K. Soit v € M.
On note v|q 1'unique place de Q telle que v ] v|q et | |» P'unique valeur absolue sur K
associée a la place v qui étend |-|U‘ o On pose
[Kv : QU‘Q]

[K:Q]

Soient (zg,...,Tn) € QnH \ {(0,...,0)}. On définit la hauteur projective de
(zo,...,zpn) par

N, =

h([zo: -1 @) == N, max (log(|z:l,)),
0<i<n
vEME
ol K est un corps de nombres contenant x, . .., x,. Cette quantité est indépendante

du choix de K. B
Soit (x1,...,2,) € Q". On définit la hauteur de (z1,...,x,) par

Rz, xn) = h([1ixy:- - ay]).
En posant
log+: R — RZO
r +— max(log(z),0) ’
on a donc

o — + )
h(zy:--ixy) = Z Ny log (121%52(‘%“))
veEMK
Soit K un corps de nombres. Pour toute place v de K et tout point P (resp. toute
partie ') de K, on note P, (resp. F,) son image dans K.

e Pour toute famille finie (¢;);c; de nombres réels, on définit le sous-mazimum de
(ti)ier par
smax;cr(t;) = min ( max(t;)).
zeI( Z) el ( i;éj(l))
Pourt; <--- <t,_1 <t, € R, on adonc

smaxlgign(ti) = tnfl.

e Soit k un corps valué complet. On note Ay™" (resp. Pp™") la droite affine (resp.
projective) analytique au sens de Berkovich.

Supposons que k est ultramétrique. Pour o € k et 7 € R, on note 7, I'unique
point du bord de Shilov du disque fermé de centre @ et de rayon r et x,,, la mesure
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de Dirac supportée en 7. Tout segment I de P,lc’an formé de points de type 2 ou 3
posséde une longueur (logarithmique) canonique, que nous noterons (7). Pour a € k
et r,s € Rsgavecr <s,on a

f([ﬁa,m na,s]) = log (;)

Supposons que £ = C. Alors la droite A,lc’an (resp. Pi’an) est isomorphe & C
(resp. P1(C)). Pour a € C et r € Rx, on note Y, la mesure de Haar de masse
totale 1 sur le cercle C(a,r).

Supposons que k = R.. Alors la droite A,i,’an (resp. Pi’an) est isomorphe au quotient
de C (resp. P1(C)) par la conjugaison complexe. Pour o € Ret r € R, on note Xa,r
I'image de la mesure X, sur C.

Nous renvoyons a [P0i22] sections 2.2 et 6.1] pour des précisions sur ces espaces
et ces mesures respectivement.

2. Espaces de Berkovich sur les entiers

Dans [Ber90|, V. Berkovich définit une notion d’espace analytique sur un anneau
de Banach A (cf. également [Poi22| section 2| pour quelques rappels). Nous nous
intéressons ici au cas particulier ou cet anneau de Banach est ’anneau des entiers
relatifs Z ou, plus généralement, un anneau d’entiers de corps de nombres, ou encore
un localisé d’un de ces anneaux.

2.1. Le cas de Z. — Considérons 'anneau des entiers relatifs Z muni de la valeur
absolue usuelle |-|s. Il s’agit d’'un anneau de Banach et I'on peut donc considérer
son spectre analytique M (Z) au sens de V. Berkovich. Rappelons que ce dernier est
défini, ensemblistement, comme ’ensemble des semi-normes multiplicatives sur Z.
Le théoréme d’Ostrowski permet de le décrire explicitement. Il contient :

— la valeur absolue triviale |-|g sur Z;
— les valeurs absolues archimédiennes |-|5, avec € € |0, 1] ;
— pour tout nombre premier p, les valeurs absolues p-adiques |-|5, avec ¢ €
10, +o00[;
— pour tout nombre premier p, la semi-norme |- |; °° définie comme la composition
de l'application quotient Z — Z/pZ et de la valeur absolue triviale sur Z/pZ.
Nous noterons ag le point associé a |-|o, a5, le point associé a |-|5,, pour € € |0, 1],
et a;, le point associé a |- |5, pour p € P et ¢ € ]0,+o0]. La ﬁgure contient une
représentation d’un plongement (non canonique) de M(Z) dans R
topologie.
Notons

respectant la

N(Q) = {ace, ap, p € P} C M(Z)
I'ensemble des points de M(Z) correspondant aux valeurs absolues normalisées.

Il existe une notion d’espace de Berkovich sur Z. Un tel espace X posséde un
morphisme structural vers le spectre M(Z), que nous noterons pr: X — M(Z)
dans ce texte. Rappelons qu’a tout schéma X localement de type fini sur Z, on
peut associer son analytifié X, qui est un espace de Berkovich sur Z (cf. [LP20)
section 4.1]).
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[£23%)
FIGURE 3. Le spectre de Berkovich M(Z).

L’anneau Z est un bon anneau de Banach au sens de [Poi22, définition 2.3]. Par
conséquent, les résultats de [Poi22] s’appliquent.

L’anneau Z est un anneau flottant, au sens de [Poi22] définition 2.11|. Cela im-
plique que, pour tout € € |0, 1], on dispose d’une application

ve: x € M(Z) — 2 € M(Z),

qui consiste & envoyer une seminorme sur sa puissance €. Cette application est encore
définie pour tout espace affine analytique sur Z, et méme, par recollement, pour tout
analytifié d’un schéma localement de type fini sur Z.

2.2. Le cas d’un localisé de Z. — Soit N € Z\ {0}. Nous souhaiterions disposer
d’une théorie semblable & la théorie sur Z pour I’anneau localisé Z[%]
Posons

UN(Z) :={x € M(Z): N(z) # 0}
=M(2Z)\ | {af>},
PEP|N

ou Py désigne I'ensemble des nombres premiers divisant V. C’est un ouvert flottant
de M(Z), naturellement associé & Z[3].

Pour pouvoir développer la théorie comme dans le cas de Z, nous allons appro-
cher Uy (Z) par une famille de spectres d’anneaux de Banach. Soit & € R~g. Munis-
sons Z[+] de la norme

H : HN,oz = max(\ "ooa "‘ga pc P\N}

Nous obtenons un anneau de Banach dont le spectre s’identifie & la partie compacte
de M(Z) obtenue en coupant, pour tout p € P|y, la branche p-adique & hauteur
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de |-|5 :
M(2[ ] 1) = fa,ase] 0 U a0, 70 [0, 03]

PEP| N PEP| N

Notons U, Vintérieur de M(Z[%], ||| n,a) dans M(Z) :

UN,o = [ag, o] U U [ag,a;w] U U [ao, ay .
p¢EP| N PEP| N

Pour tous a, 8 € R>g avec a < 3, on a une immersion ouverte 15 : Uno — Uy g.
On en déduit un isomorphisme naturel

colim UNa ;> Z/[N.
a>0 ’

Nous pouvons maintenant définir 'analytifié d’un schéma X localement de type
fini sur Z[%] en suivant cette approche. Pour tout a € R, notons X32" l'analytifié
de X sur (Z[%], ]| |v,a) et X2% sa restriction au-dessus de 'ouvert Uy . Pour tous
a, € Rsg avec o < 3, I'immersion ouverte tg, induit une immersion ouverte
Xt — X5t On définit alors 'analytifié de X par

X = colim X3".
a>0

L’espace X" est muni d’'un morphisme naturel pr vers Uy. En particulier, c’est un
espace Z-analytique. On vérifie qu’il est flottant.

2.3. Le cas d’un anneau d’entiers de corps de nombres. — Soit K un corps
de nombres. Notons A son anneau d’entiers et munissons-le de la norme

(|’|0)7

ot Mk ~ désigne I’ensemble des places infinies de K. C’est un anneau de Banach dont
le spectre posséde une description trés similaire a celle de M(Z). Nous renvoyons a
[Poil0, section 3.1] pour plus de détails.

Posons

‘[la = ma
Illas= ma

N(K) :={ay, 0 € Mg} C M(A).
Comme dans le cas de Z, I’anneau A est un bon anneau de Banach flottant et ’on
peut définir analytifié X" d’un schéma localement de type fini sur A.
Les arguments de la section [2.2| s’adaptent également & ce cadre. Soit d € A\ {0}.
Posons
Uy(A) :={x € M(A) : d(x) # 0}.
On peut analytifier un schéma X localement de type fini sur A[é] de facon & obtenir
un espace A-analytique X" flottant muni d’un morphisme vers Uy(A).

3. Energie mutuelle de deux mesures

Dans cette section, nous rappelons la notion d’énergie mutuelle pour deux me-
sures de Radon signées, telle que définie par Charles Favre et Juan Rivera—Letelier
dans [FR06]. Nous la calculons explicitement dans le cas de deux mesures supportées
sur un segment dans la droite projective au-dessus d’un corps ultramétrique.

3.1. Définitions. —
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3.1.1. Cadre local. — Commengons par rappeler la définition d’énergie mutuelle
dans le cas classique de P(C), cf [FRO6, section 2.4]. Notons Diag la diagonale
de C2.

Définition 3.1. — Soient p et p’ deux mesures sur P!(C). Supposons que la fonc-
tion

(z,w) € C?\ Diag — log(]z —w|) € R

est intégrable pour |p| ® |p’|, ot |p| et |p/| désignent les mesures traces de p et p’. On
définit alors 1’ énergie mutuelle de p et p’ par

(sl == [ tog(lz = wl) dp(2) @ do'(w).
C2\Diag

Il suit directement de la définition que l'on a (o', p) = (p, o).

Soit p une mesure sur P1(C) dont la trace est a potentiel continu (c’est-a-dire
qu’elle peut s’écrire sous la forme A(u), avec u continue, au voisinage de tout point
de P1(C)). Soit p' une mesure sur P!(C) satisfaisant I'une des propriétés suivantes :

i) p’ est une mesure a support fini ne chargeant pas l'infini ;
ii) |p’| est & potentiel continu.

Alors I'hypothése d’intégrabilité de la définition est satisfaite (cf. [FRO6)
lemme 2.4]). En outre, si g, est un potentiel de p (c’est-a-dire que A(g,) = p) et que
p'(P(C))=0,0na

(p,p') = —/Cgpdp’

(cf. [FRO6), lemme 2.5]). Remarquons que cette expression montre que la quan-
tité (p, p') est indépendante du choix de la coordonnée sur C.

Si, en outre, on a p(P}(C)) = 0, alors (p, p) > 0 et (p,p) = 0 si, et seulement si,
p =0 (cf. [FRO6, proposition 2.6]).

Dans le cadre des espaces de Berkovich sur Z dans lequel nous travaillons, nous
aurons besoin de disposer de la théorie non seulement sur I’espace P1(C) classique,
fe 4 l,an 2 PP P .
mais également sur P, pour tout corps valué¢ archimédien complet. Ce dernier cas
n’est plus général qu’en apparence et la théorie se raméne immédiatement a celle sur
le corps C muni de la valeur absolue usuelle en utilisant les définitions et méthodes
de [Poi22] section 5.2].

Ch. Favre et J. Rivera—Letelier développent également la théorie pour P,lc’an, ou k

est un corps valué ultramétrique complet (JFRO6, section 4.4 et 4.5]). Par rapport
au cas complexe, la seule modification & apporter concerne la fonction log(|z — wl),
qu’ils remplacent par un analogue purement ultramétrique permettant de I'étendre
aux points non rationnels de P,lc’an. Tous les énoncés ci-dessus restent valablent dans
le cadre ultramétrique.

Dans un souci de précision, indiquons que Ch. Favre et J. Rivera—Letelier ne dé-
veloppent la théorie que dans le cas de C,. Les mémes arguments permettent de
traiter, sans changement, le cas d’un corps valué ultramétrique complet algébrique-
ment clos. Le cas général s’y raméne par changement de base, toutes les formules
étant invariantes par cette opération.
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Introduisons encore une notation. Dans tous les cas, lorsque les conditions assurant
I’existence sont satisfaites, on pose
"o, 1 / /
{p.p) =5 (p=p,p=p)
3.1.2. Cadre global. — Soit K un corps de nombres. Ch. Favre et J. Rivera—Letelier

introduisent une notion de mesure adélique sur K, cf. [FRO6l définition 1.1].
Définition 3.2. — Une mesure adélique sur K est une famille de mesures

p = (pv)vGMK

N A 1 L.
oll, pour toute place v € Mk, p, est une mesure de probabilité sur P I%jnv vérifiant
les propriétés suivantes :

i) pour toute place v € Mg, p, posséde un potentiel continu : il existe g, : P}gn —

R continue telle que p, = x0,1 + A(gv) ;
ii) pour presque toute place v € Mg, on a p, = X0,1-

Remarque 3.3. — Dans la définition originale de Ch. Favre et J. Rivera—Letelier,
pour toute v € Mp, la mesure p, est une mesure sur Péin, ou C, est le complété
d’une cloture algébrique de K. Cette modification mineure n’a aucune influence sur
la théorie développée dans [FR06]. Elle est importante en ce qu’elle nous permettra
d’utiliser les résultats de continuité démontrés dans [Poi22], les corps K, apparais-
sant comme corps résiduels complétés dans le spectre de ’anneau des entiers de K.

Rappelons également que nous pouvons tirer en arriére les mesures par un mor-

phisme fini (¢f. [Poi22] section 3.2]). Ainsi, & partir d’une mesure sur P}gn, pouvons-
nous en obtenir une sur Pé’an, pour toute extension finie ¢ de K, a défaut d’en ob-
tenir une sur Péin. En particulier, pour toute extension finie L de K, toute mesure
adélique p sur K induit une mesure adélique py, sur L, par image réciproque.
Ezxemple 3.4. — Soit F' une partie finie non vide de K. Pour toute v € Mk,
notons F, son image dans K. Soit 7 = (7y)yen, une famille de R~ dont presque
tous les éléments valent 1. Alors, la famille

1
Mmpr == (ﬁ? Z XPvTU)vEMK
Y PpeF,

est une mesure adélique sur K.
Ezemple 3.5. — Soit ¢ € K(T') une fraction rationnelle de degré supérieur ou égal
a 2. Pour toute v € M, notons p,, la mesure d’équilibre sur P}Sn associée a .
D’aprés [FRO6, théoréme 8|, la famille py, := (pyv)venm, est une mesure adélique
sur K.

On peut encore définir I’énergie mutuelle dans ce contexte. Soient p := (py)ve g
et p' = (p))ver, des mesures adéliques sur K. On pose

(0:0) = D No(pupl)

vEMK
et

1
(pp') =5 o =p'sp=p").
Il découle de la définition de mesure adélique et des propriétés exposées a la sec-

tion [3.1.1] que ces quantités font sens.
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Remarque 3.6. — Soient ¢, € K(T') des fractions rationnelles de degré supérieur
ou égal & 2. On peut alors définir I'énergie mutuelle (p,, py) comme ci-dessus.

D’autres définitions existent dans la littérature. Mentionnons tout d’abord celle
de C. Petsche-L. Szpiro-T. Tucker (cf. [PST12]). Elle est équivalente a la précédente
d’apres [Fill7), theorem 9| et [PST12, theorem 1.

Une autre définition est due a S.-W. Zhang (cf. [Zha95]), a la suite des travaux de
S. Arakelov et J.-B. Bost-H. Gillet-Chr. Soulé. Dans ce cas, 'accouplement apparait
comme produit d’intersection arithmétique des premiéres classes de Chern de deux
fibrés métrisés sur P}( associés & ¢ et 1. Le résultat obtenu est encore le méme que
précédemment, comme expliqué dans [PST12| section 1.4].

Enoncons maintenant une inégalité triangulaire due a P. Fili (¢f [Fill7, theo-
rem 1]).
Théoréme 3.7. — Soient py, p2, p3 des mesures adéliques sur K. Alors, on a

(prs p2)'? < (p1, p3) "/ + (p3, p2) /.

Introduisons également des familles de mesures non adéliques pour lesquelles nous
pourrons encore calculer des énérgies mutuelles.
Notation 3.8. — Soit K une cloture algébrique de K. Soit F une partie finie non
vide de P!(K) stable par Gal(K/K). Soit v € My et soit C, le complété d’une
cloture algébrique de K,. L’ensemble F' définit un ensemble Fc, de points ration-

nels de Péin (de méme cardinal). Notons [F|c, la mesure de probabilité sur Pé’jn

équidistribuée en ces points et [F], son image sur P [%in. Posons

[F] = ([Flo)ve -

Soit p := (pu)venr, une mesure adélique. Soit F' une partie finie non vide de P1(K).
On peut encore définir I’énergie mutuelle dans ce cadre en posant

hoF) = 5 3 Nopo ~ [Gal(K/K) - Flu,py — [Gal(K/K) - ).
veEMK

Il s’agit d’une généralisation de la hauteur classique, que ’on retrouve en choisissant
pour p la famille « constante » (x0,1)veMy - On peut également retrouver la hauteur
canonique associée & une fraction rationnelle ¢, au sens G. Call et J. Silverman
(cf. [CS93]), en choisissant p = p, (cf. [ERO6, théoréme 8]).
Remarque 3.9. — Soit L une extension finie de K. Comme & la remarque [3.3
en tirant en arriére les mesures [F,, on obtient une famille de mesures [F|r. Elle
coincide avec la famille [F'] calculée pour le corps L.

En utilisant la compatibilité du laplacien aux images réciproques, on montre que
I’énergie mutuelle est invariante par extension des scalaires, au sens o, pour toutes
mesures adéliques p et p/, on a

(p,0") = (oL, 1)
et
ho, (F) = hp(F).
Par conséquent, dans la suite du texte, nous nous autoriserons parfois & écrire des

quantités (p, p') ou h,(F) pour des mesures et des ensembles définis sur Q, sans
préciser de corps de nombres de définition.
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3.2. Segment contre segment. — Soit k& un corps valué ultramétrique complet.
Nous calculons ici des énergies mutuelles de mesures associées & des segments conte-
nus dans P,lg’an.

Notation 3.10. — On note Seg;, 1’ensemble des segments de Pl,lc’aurl dont les extré-
mités sont des points de type 2 ou 3.

Notation 3.11. — Soit I € Seg;,. On définit une mesure py sur P}C’an de la facon
suivante.

i) Si I est un singleton {£}, ur est la mesure de Dirac au point &.
ii) Si I n’est pas un singleton, p; est 'image de la mesure de Lebesgue sur I de
masse totale 1.
Définition 3.12. — Soient Iy, I € Seg;,.
On dit que I et I» sont alignés s’ils sont contenus dans un méme segment.
On dit que I et Iy sont emboitables si Iy N I» est un singleton et Iy U I» est un

segment.
Le résultat suivant se démontre par un calcul direct.
Lemme 83.18. — Soient a € k et r,s € R~g avec v < s. Considérons la fonction

Oars: Ai’an — R définie, pour z € A,lc’an, par

log(2) log(|2 — al) silr_al>s
Tar,s(2) = { 3log(|z — al)? —log(r)log(|z — a|) + log(s)* sir <[z —al<s;
3 log(s)? — 5 log(r)? silz—al <r

. . 1l,an
Alors, Oa,rs €St sous-harmonique continue sur Ak’ et on a

A(UQ,T,S) = log (;) /“L[T]a,ryn(!,s]'

O
Lorsque k est algébriquement clos, on peut, par un changement de variable, rame-
ner tout segment I € Seg; a un segment de la forme considérée dans le lemme
et donc trouver un potentiel de uy satisfaisant des propriétés analogues.
Notation 3.14. — Supposons que k est algébriquement clos. Soit I € Seg;,. On
note oy: Ai’an — R T'unique fonction sous-harmonique continue telle que

Alor) = (D

et qui coincide avec ¢(I)log(|z|) au voisinage de I'infini.
Lemme 3.15. — Soient 1, I, € Seg;,. Alors, la quantité

1
<MIMMI,,> - i(ﬂla - /'L]bvufa - /’le)

est bien définie.
En outre, si k est algébriquement clos, on a

1 1 1
(Bros pry) = ) /A;lc’a" (mﬁa - mUIJ d(pr, = pr,)-

Démonstration. — Par changement de base, on se raméne au cas ou k est algébri-
quement clos. Le résultat découle alors du fait que puy, — pr, = Ao, —or,) et des
considérations exposées a la section [3.1] O

Notation 3.16. — Pour I,, I, € Seg;,, on pose
E(la, Ip) = (p1, s ji1,)-
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Le reste de cette section est consacré a la démonstration d’une formule explicite
permettant de calculer la quantité E(1,,I) en fonction de la position relative des
segments et de leur longueur.

Lemme 3.17. — Soient 1,, I, € Seg;, des segments emboitables. Alors, on a

(1o U Ip)pr,un, = LIa) pr, + (1) o, -
En outre, si k est algébriquement clos, on a

orun, =01, +071,-

O
Notation 3.18. — Pour I}, € Seg,, on pose % = ((I}).
Lemme 3.19. — Soient 1, I}, I}/ tels que I} et I}/ soient emboitables. Posons I :=
ILulI. Alors, on a
g/ E// é/ U
E(ly,Iy) = 2 E(I,, I) + 2 E(I, I)) — 52 E(L;, I}).
Oy Oy ¢
Démonstration. — On peut supposer que k est algébriquement clos. D’apres le
lemme on a Copr, = Gypry + Ly pgy et o, :.U[{)‘+ o '
Nous supprimerons dorénavant les I dans les indices et écrirons o, au lieu de oy,
py, au lieu de ppr, ete.
Par définition, on a

1 1
QE(Iwa) = / Lan (*Ua - *0b> d(,ub - ,Uu)

Ak ga gb
1 1
= - oqdpp + / opdiig
Ea Aivan Eb A11c7an

1 1
- ? oqdpa — E/ op dpp
a A]lc,an b Ai’atl

On en déduit que

gl 8//
2B(I,, I) = -2 / o dpy + 2 / oo duy
Eagb Allc,an / Eb Allcﬂan

D’autre part, on a

¢ I 1
2L B(pia, ) = 72 / aaduH/ oh dita
gb ﬁafb Allc,an gb Allcyan
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et
g/ E” g// El
2= B 1) = 33 / L OO+ 55 /1 oy
b b Ak,an b Ak,an
Bg l
7672 lanal;duzgg/lano-gdug'
b JAY b JAY
Le résultat s’en déduit. O

Lemme 3.20. — Soient 1,, I, € Seg, des segments alignés tels que §(I, N I,) <
Alors, on a

1 1 1
E(ly, Iy) = gea + gfb + B dgp,

ol dgp désigne la distance de I, a Iy.

Démonstration. — On peut supposer que k est algébriquement clos. Quitte & changer
de coordonnée, on peut supposer qu’il existe o € k et r,s,t,u € Rsg avec r < 5 <
t < tels que Iy = [NarsNa,s) €t Iy = [Nat, Na,wu). Définissons o4 s €t 04,1 comme
dans le lemme [3.13] On a alors
1
2E(Ia,Ib) = (*U Uatu) MI;, /’Lla
Ai,an ga
1
= ? ) Oa,r,s d,UJIb O-Ot,tzu dlu[a
a Ak,an
1 1
S — dpr, — / tudpr, .
Ka Ai,an Oc s € 1 an Oé’ v b

Un calcul direct utilisant I’expression explicite de o, s montre que 'on a

log(s) 1
_ 2 - 2
fpmresttom = [ (50" oty (o) d

log(r)

= Zlog(s)® + %log(r)?’ — log(r) log(s)?
= —(2log(s) + log(r))(log(s) — IOg(T))Z’
d’ont

1 2 1
/ Oa,rsdpr, = = log(s) + 5 log(r).
a A]lc,an 3 3

De méme, on a
1

2 1
A / . Oatu dpg, = glog(u) + glog(t).
bJAL
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On a également

Y L
- Oa,r,s AU, = al AT
lo Jalen b Lol log(t)

- %(log(u) + log(t)),

et finalement

1 log(s) 1
1 / ot dpir, = / L og(u)? — log(t)?) dx
Alen Caly Jiog(r) 2

= %(log(u) + log(t)).

En sommant les différents termes, on obtient

2 1 1 2
2E(Iy, Iy) = -3 log(s) — 3 log(r) + 3 log(u) + 3 log(t)
1

1
= —lg+ = by +dgu.
3 +3 b+ Qab

O]

Commencons par calculer E(1,, Iy) dans le cas ou U'intersection I, N I}, est petite,
c’est-a-dire vide ou un singleton. On peut alors écrire de fagon unique I, = I U I/
et Iy = I, U I} avec Il NI = {z.}, I; NI} = {zp} et dop = £([2a, 25]), OU dgp désigne
la distance de I, a I (cf. figure .

FIGURE 4. Segments I, et I}, disjoints.

Théoréme 3.21. — Soient 1,,I, € Seg;, tels que §(I, N Iy) < 1. Alors, avec les
notations de la figure[], on a

1 1 1 1op 1
E(Iaalb) = 6£a+6€b+§dab_§%_§%'
a

En particulier, on a

1 1 1
E(Maaﬂb) > 7£a+7£b+§dab-

- 24 24
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Démonstration. — D’apreés les lemmes et [3:20] on a
E(I,, 1) = E(I, I, U I}))

K/ 8// glg//

- e+ e - 4

0
K’ E” 1 1 E’E” 1
£(6£g+6€+ dab) 6(6% 6£’b’+§dab) 62 (6

E(I}, I)

0)

= Sl da b (67 62— 4

1

2 60,
1 1a,ey
dyp + fe _

g ab ™ 3 2 4,

,g’
6 )

De méme, on a
1 160)

E(I! I, 76/' d — by —
( ) + 5 ab+6 2 ‘gb

Finalement, on calcule

E(I,,I,) = E(I, UI",I,)

‘ o o
:?ﬂ%m+?EW@) b B I)

¢, 1 a0 0, Loy 11
g( € *d gb—* )+€( €+ d *Kb—igb) 263 (gga)

1 1M” 1 9 9
:7da, 76 = o g/ E/l _Elg//
27 T g 20, 60, (fa” + a)
1 1 10 1 1M"
= Zdgy + =y — = 0y —
g tab T g 24, 6 2/,

La minoration finale se démontre & l'aide des inégalités €,¢1 < 12 et €,0)
1 g2

LI IA

Plagons-nous maintenant dans le cas ot les segments se rencontrent. Posons I, :=
I, N Ip. On peut alors écrire de fagon unique I, = I, U I, UI] et I, = I} U I, U T},
ot les segments I}, et Iop, Iop et 1)), I} et Igp, Iop et I} sont emboités et I}, et I] sont
situés du méme coté de I, (cf. figure |9)).

FIGURE 5. Segments I, et I, qui se rencontrent.
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Lemme 3.22. — Soient 1,, I, € Seg,, tels que 1, C I. Alors, avec les notations de
la figure[d, on a
1 L, 1 2o

E(L,I,) = =ty — =1, b
(T, 1) 6t 3%T5y "2y

Démonstration. — D’aprés le théoréme |3.21] on a

1 1 1
E(I1,, I}) = 6(6(1 +40), E(I,,I}) = g(éa +0)) et E(LUIL, T = ééb.
D’aprés le lemme 3.19] on a
b E(I,, I}) + ba BE(I,,1,) — fita
N (€ + La)?
AR S
(€] + La)? 6
14
6l + 0]

E(IavijI ) E(Il/nIa)

—(ly +03)

puis

E(1,,I,) = E(I,, (I; UI,) U I}))

i Ea o o VRYid
_ht E(I, I} Ul,) + ?” E(I,, I} — G+ La)ty E(I,Ul,, I}
b

2
LG I ey LG )G
6 gb 6&, 6 Eb
2 2
R A
6 A
}(6/—1—5 + 02 — 206, (0, + Lo + 0)) + €2 — 30107
6 A
11 12 10
6 3%t 57, 34

O]

Lemme 3.28. — Soient I, I € Segy, tels que I,N I, # 0, I, ¢ I et I, & I,. Alors,
avec les notations de la figure[d, on a

1 1

Démonstration. — On peut supposer que I]] = I} = (). D’apreés les lemmes|3.22¢t
on a

1 1 102
E(Iabala) = *ga -4 b ab

1 1
6 3 a + EE, E(Ia,]—{)/) = 6(€a +€g> et E(Iab,l{)/) = ggb
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D’apreés le lemme [3.19] on a

11 Lap %’ 11 Eabgb
E(Ia7 Iab U Ib) = Tb E<Ia7]&b) + ?b E(I(l?Ib)

E(Iy, I})
b
1

€2b 1" 17 "
— 67;) (Eab(&z — 2 + i) + 0 (b + 1)) — gabgb)
3

l
_ /! ab
- & (£ o+ 6 = 303, — Btusf] + 22 )

1
:fga "y — Ay +
6 +6b b+
O

Lemme 3.24. — Soient I,, I, € Seg,, tels que I, N I, # (). Avec les notations de la
figure[3, supposons que I) = 0. Alors, on a

1 LB, a0 1000,
E(I,, I, z z e ab _ _b'b b-ab
(o o) = Gla+ Glo = la+ G750 = 570" ~ 57 o

Démonstration. — D’apres le théoreme [3:2T] et le lemme [3:23] on a

11, 10,
E(I(I:Il/)> = éea—’—éeg_ 5 E b

) E(Ib7IabU ) 6£b
et

1" 1 1 1/ 1 1 gzb
E(Ia,fab UIb) = 66(1 + g(gab +€b) Eab + GW'

D’apreés le lemme [3.19] on a

6’ Y4 o AU o
Bla, 1) = £ B(la, 1) + =5 g’: b B(lay Iy UIY) — WE(Ié,Iabqu
b
1 ? 6 £op
= 50, (6ta + 07— 3297 (o )+ (Lap + €)= 3(Lap + £ g, + 22

a

Ly 35(1

(
b+ £7))
i

B 0l
Cola + 02— 30ayly — 30,00 + “ab )

O
Théoréme 3.25. — Soient I,, Iy € Seg, tels que I, N I, # 0. Alors, avec les nota-
tions de la figure[d, on a
I N Y N R
6Lty 2 A 2 0 2 Loy

1 1
E(lq, 1) = 6& + éfb lop + —

Démonstration. — D’aprés le lemme |3.24] et le théoréme |3.21], on a
1 1 1 T8 Lee 1 Ll e
E(IL ULy, Iy) = ~ (€, + ¢ by — =4 ab = z
(a ab b) 6(a+ ab)+6 b— 2 ab+ (ﬁ' +£ab)€b 2 A 2(6/ +€ab)£b

U /!
B L) = 2o Ly - Lt )ty b,

et BE(I' ULy, I") =
60 TG 2 A (I Lap, 1)

1
6
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D’apreés le lemme on a
O+ Lap o (0, + Lap)ll

E(Iaa Ib) = ; E((Izlz U Iab)aIb) + f E(Izlz,7Ib) - 72 ¢ E(I:z U Lap, z/z,)
1 / 2 / / €3b
= (0 + )+l + L)l = Bl + L)l + 22
64, Ly
5 (Lo + Lan) Oyl 3£;egeab
4 4
él Ea g//e//
i gty — 3 )las 7 las + L))
b
1 03 (O + Lap) 01 07 00 Lo,
— (2 40,0, — 30,0, — 30 ¢ + “ab _ 3Ya T "ab)TbTh _ g7aTba
esza(a+ b= Stabap = 3bula 7 P =37 0
_ ggg)ggég _ 350176:1{5;7,) .
Oy Oy
Le résultat s’en déduit. ]

Corollaire 3.26. — Soient I,, I, € Seg,. tels que I, NI, # (). Fizons les notations
de la figure @ Pour i € {a,b}, posons m; := %(& —Llap). On a alors
1 mg 1 mg 1 mgmy

E(l,, L)) > -— —
(T, 1) 6¢, 610 3% 1

2
(=2 (me-2) otz
2
> 1 (ga - Eb) )
~ 6 max({y, lp)

Démonstration. — Pour i € {a, b}, posons u; := ¢, —m;. On a alors £, = m; + u;,
0! = m; — u;. Posons

A= 0oty + Lalyly + Lan(Lly + (507).-
On a alors
A= Eb(mz — ug) + Ea(mz — ug) + ﬂab((ma + ug)(mp + up) + (Mg — ug)(mp — ub))
= Ebmg + Eamg + 2l gpmampy + 20 pugup — Ebuz — faul%.
Or, on a £y, < Ly et by < £y, d’ou
20 pUgUp — Ebuz — Eaug < 2\/€>aua\/€7bub — (\/Zlua)2 — (\/Zbub)2 <0.

Fixons dorénavant £, £, et £,;, et donc m, et my. La quantité A est maximale
lorsque u, = up = 0 et vaut alors

A() = Ebmg + famg + %abmamb.

D’aprés le théoréme la quantité E(1I,, Ij) est donc minimale lorsque u, = up = 0
et vaut alors

1 1 1 10 1 A
Eoi= 0y + 0y — —ly + ~—20 _ —
0=glat gl =t 5y 0 T 200,
1 1 1 103 1m?2 1m? MaMp
— iy — —F ZZab _“a % p o 1P@T0
gMat g = glat ey =5 T2, T,
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Or, on a
o, 2,
Tty 0= Eab(e oy )
. (Za 2ma)(€b — me)
= s tuls - 1)
mem
= 4lyp 7 gbb T g T fb
Mgy my
4 -2 —2myg)— — 2(ly — 2
Ear T = 2t — 2ma) G — 2ty — 2my) 7
2 2
MMy mg my
4 —2my + 428 oy 4470
Lop 0.0y Mg + ‘. my + 7
d’ou

R T
Pour démontrer la derniére égalité, exprimons Eg a l'aide de £,, £, et £y :
3lalvBo = (Lo — Lap)® + La(ly — Lap)® — 2ap(ba — Lap) (s — Lap)
= 203, £ 3(Ly + p) 02 — 600 Lylay, + Laly (Lo + L)

Ey =

Fixons £, et Eb L’expression précédente est un polynéme P en f,;,, de dérivée
= —602, + 6(Lq + lp)lap — 60aly = —6(Lap — o) (Lap — Lb)-

En particulier P est décroissant sur le segment [0, min(¢,, £p)]. Puisque ¢4, appartient
a ce segment, on en déduit que

60,y By > P(min(£y, £y)) = min(ly, £y) (€ — £p)>.
Le résultat s’ensuit. O

Corollaire 3.27. — Soient I, I, € Segy, tels que I,NI, # (). Fizons les notations de
la figure @ Soit A € [0, max(lg—lap, lp—Lap)]. Soit 0 € R>g tel que max(ly, ) < 0.
Alors, on a
A
E(l,, I) > —
( a b) = 48Q
Démonstration. — Pour i € {a,b}, posons m; := %(& — Lgp). Quitte & échanger I,
et I, on peut supposer que £, > {;, et donc m, > my.
e Supposons que my > %ma.
On a alors min (€, ) = €y = lap+2mp > Eab—k% A, Aot A lg by — Loy > %)\. D’apres
le corollaire [3:26] on a donc

3

b>)\

A
b 4807

BE(l,, I,) > %

[ I
~

e Supposons que my < %ma.
On a alors [0, — 0y = Ly — €y = 2my — 2y, > Mg > % A. D’aprés le corollaire m
on a donc

>/

)\ A
> >7

1
El, Iy)) > ——
( asy b) — 4£ 48
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4. Morphismes de Lattés

Dans cette section, nous présentons les mesures dont nous allons calculer les éner-
gies mutuelles. Ils s’agit de mesures d’équilibre associées & des morphismes de Lattés,
provenant de la multiplication par 2 sur des courbes elliptiques.

4.1. Projections standards. — Soit K un corps et soit £ une courbe elliptique
sur K.
Définition 4.1. — On appelle projection standard sur E tout morphisme 7: F —

Pl qui fait commuter un diagramme de la forme

E—"— Pi,

| =~

E/{+1}

oit E — E/{£1} est la projection canonique et E/{£1} = P est un isomorphisme.
Une telle projection standard sur F est un morphisme de degré 2, ramifié en
I'ensemble E[2] des points de 2-torsion de E.

Réciproquement, soit R un ensemble de quatre points distincts de P(K). Soit
mr: Ep — P}{ un revétement de degré 2 ramifié en les points de R. En choisissant
un point rationnel au-dessus de I'un des points de R, Er acquiert une structure de
courbe elliptique. Le morphisme wr est alors un morphisme standard et 1’'on a

Tr(ER[2]) = R.

Dans la suite de ce texte, nous passerons donc librement de couples (F, ), ot E
est une courbe elliptique et m une projection standard sur F, & des quadruplets de
points distincts de la droite projective, et réciproqument.

4.2. Sur un corps valué complet. — Soit k un corps valué complet de caracté-
ristique différente de 2.

Soit v = (1, Y2, 73,74) un quadruplet de points distincts de P! (k). Par la construc-
tion de la section on lui associe une courbe elliptique E, et une projection stan-
dard 7, : E, — P;. Notons L, le morphisme de Lattés associé, c’est-a-dire I'unique
endomorphisme de P,lC qui fait commuter le diagramme

E, & E,

lﬁ” lﬂ” :
pl b, p1
k k
Lorsque 71 = 00, 72 = 0 et 73 = 1, on peut décrire la courbe elliptique E, par
I’équation de Legendre
Eyiy? = a(e — 1) — )
et le morphisme de Lattés L. par la formule
(t% — 74)?
At(t = 1)(t = 7a)

Lyt €Ppr— c P}
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Notation 4.2. — On note i la mesure d’équilibre sur Pi’an associée au morphisme
de Lattes L3". Elle ne dépend que de I'ensemble {71,7v2,73,74}. On la note parfois
également (g ).

Cette mesure posséde un potentiel continu au sens de la définition i).

La notation présentée ici conduit & identifier la mesure j, & son image réciproque

sur P,lc;an pour toute extension valuée compléte k' de k. Aucun probléme n’en résulte

(¢f. remarque [3.9).

Dans [FR10, proposition 5.1|, Ch. Favre et J. Rivera—Letelier décrivent explici-
tement la mesure j, sur un corps ultramétrique lorsque 7 = 00, 72 = 0 et 73 =1
(voir aussi [DKY20, proposition 3.2]). On peut toujours se ramener a ce cas par une
homographie, et donc décrire p, en général.

Notation 4.3. — Supposons que k est ultramétrique. Il existe une permutation o

de {1) 2,3, 4} telle que [70'(1)770(2)] N [70(3)770(4)] 7& 0 dans P}i'an' On pose
I’Y = [’70(1)770(2)] N ['70(3)370(4)]'

C’est un segment de P,li’arl formé de points de type 2 ou 3. Il est indépendant du
choix de o.
Exzemple 4.4. — Lorsque 71 =00, 72 =0, 73 =1 et |4 > 1, 0on a

Ly = 11, M)y )-

Proposition 4.5. — Supposons que k est ultramétrique et de caractéristique rési-
duelle différente de 2. Alors, avec la notation[3.11), on a

My = Ly

En d’autres termes, la mesure i, est la mesure de masse totale 1 proportionnelle a
la mesure de Lebesgue sur le segment I, s7l est non trivial, ou la mesure de Dirac
supportée par L. L]
Corollaire 4.6. — Supposons que

Vi # 3§, vl = vl = v — vl

Alors, on a Iy = {no1} et py = x0,1- O
I est utile de remarquer que la longueur de I, peut étre calculée a 'aide d'un
birapport. Nous noterons

(73 = 71)(v4 — 12)
(v3 = 72)(ya — ) SEA0L)

le birapport des points 71, Y2, 73, 74 (avec une généralisation convenable de 1’expres-
sion lorsque 'un des points est a l'infini).

Rappelons que, lorsque ’on modifie 'ordre des points 71, Y2, ¥3, V4, le birapport 5
peut prendre n’importe laquelle des six valeurs

(Y1, 72,73, 74) =

1 1 -1 p
57711 _67 ) ) .
B 1-5 5 p-1
Lemme 4.7. — La longueur de I, est égale a

K(I’Y) = max(] [’Ycr(l) y Vo (2)1) Vo (3) 70(4)] D
oESy
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Démonstration. — En utilisant I'invariance de la formule & démontrer par permu-
tation des ~y; et 'invariance du birapport par homographie, on se raméne au cas ot
v =00, v =0,v3 =1 et |y4] > 1. Un calcul direct basé sur I’exemple montre
alors que

[

E(I“{) = |fy4’ Hé%?:ﬂ [70(1)1 Yo (2): Vo(3)> ’70(4)] |)
O

Remarque 4.8. — On peut également décrire la mesure 1, dans le cas archimédien.
Lorsque k = C, c’est l'image de la mesure de Haar sur F,(C) par le morphisme
E,(C) — P!(C). Cette mesure présente une densité plus importante au voisinage
des points de ramification, ce qui permet de retrouver . En particulier, a la différence
de la situation ultramétrique, deux quadruplets distincts donnent lieu & deux mesures
distinctes.

Introduisons également une notation pour les mesures adéliques formées a partir
des mesures précédentes.
Notation 4.9. — Soit K un corps de nombres. Soit P € (P!(K))* un quadruplet
de points distincts. Pour toute place v de K, P définit un élément P, de (P!(K,))*
et I'on peut considérer la mesure pup, associée. Posons

up = (MPU)UEMK'
D’apreés le corollaire [£.6], ¢’est une mesure adélique.

Par la construction de la section [4.I] on associe & P une courbe elliptique Ep et
une projection standard mp: EFp — P}<. Notons Lp le morphisme de Lattés sur P}(
correspondant. On a alors

HP = PLp,
au sens de l’exemple On notera encore également (g, ) cette mesure.

4.3. En famille. — Nous expliquons maintenant comment définir en famille les
mesures associées aux morphismes de Lattés. Considérons la droite affine Alz[ 1) avec
2

coordonnée A, son ouvert de Zariski

Z0={N#0,1} c AL,
Z[3]
et posons
0._pl 0

Dans le facteur P1Z fixons des coordonnées homogeénes [T} : T»]. Posons ¢ := % et

(31

Considérons le revétement de AlZ Xz[1] 29 ¢ X0 deéfini par 1'équation v? =
2

(3]
t(t —1)(t — ) et le revétement de (P;m \{0}) Xz Z0 ¢ X0 défini par I'équation
2 2
w? = u(u — 1)(u — A71). Ces revétements se recollent par les identifications u = ¢~
et w = vt~2 pour former un revétement £° de X° de degré 2. Notons p°: £9 — X0
le morphisme obtenu.
Par construction, pour tout z € Z° &2 est un revétement de X0 ~ P};(z) de

degré 2 ramifié en 00,0, 1, A(z). Munie du point rationnel situé au-dessus de oo, 52
devient une courbe elliptique dont on peut calculer explicitement I'image des points
de 2-torsion :

pg(gg[z]) = {00707 L, A(Z)}
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La courbe &9 est une courbe elliptique relative sur X% et, comme dans la sec-
tion [4.2] la formule

_ (t2 . )\)2
L0 = 55 i —n

définit un morphisme fini LY: X% — X0, polarisé de degré 4, qui fait commuter le
diagramme

g0 B, g0
o |
X0 L2 o
Considérons maintenant ’espace (P%[%l)4 avec coordonnées cq,co,c3,cq4 (sur

A et son ouvert de Zariski

4
2(s)
Z={vi#je[1,4], ¢ # ¢} C (Py

Considérons le morphisme Z — Z° donné par

e

1
2

(c3 —c1)(ca — e2)
(c3 —c2)(ca —b1)’

(C1,02,03,C4) — [CI,CQ,C3,C4] -

Le morphisme obtenu par changement de base

pOXZOZ:g[)XZoZ—)XOXZoZEPl 17 X1l Z
z[3] " Z[3]

est une courbe elliptique relative dont la fibre au-dessus de z € Z est un morphisme
ramifié en 00,0, 1, [c1, c2, €3, ¢4](2). En effectuant le changement de coordonnée global

C1 (Cg — Cg)t + 02(61 — 63)
(Cg — CQ)t + (Cl — 03)

on obtient un morphisme

t—

1
sur le facteur PZ[%}’

p:E:=E"%50Z — X = PIZ[%] X g1 Z

au-dessus de Z qui est une courbe elliptique relative et dont la fibre au-dessus de
z € Z est un morphisme ramifié en c¢1(z), ca(2), c3(2), ca(2).

En tirant en arriére le morphisme L, on obtient un morphisme L fini polarisé de
degré 4 qui fait commuter le diagramme

LNy,

l” lp .

x Lt x

Considérons maintenant deux copies Z, et 2, de Z avec coordonnées respectives
a = (a1,a2,as3,a4) et b = (b1, ba, b3, by) et posons Zy 1= Z, Xzl Zp,. Notons res-
pectivement Z,, Z, et Z,;, leur analytifié au-dessus de Us, au sens de la section [2.2
Rappelons la notation [£.2]

Théoréeme 4.10. — La fonction
gab: 2z € Loy — <Ma(z)7/~‘b(z)> €R

est log-flottante et continue.
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Démonstration. — Posons X,p := Plz[aln} X z(11 Zab- Notons ¢, (resp. ¢p) le tiré en ar-
5 p)

riére sur X, du morphisme de Lattés sur la droite relative sur Z, (resp. Zp). D’aprés
[Poi22, lemmes 6.23 et 6.24], les familles de mesures (iq(z))ze2,, €t (Hp(z))ze2,, SONt
flottantes & potentiels log-flottants. 11 découle alors des définitions que la fonction &y
est log-flottante. Elle est continue par [Poi22| corollaire D].

O

5. Estimations centrale et globale

Dans cette section, étant donnés un espace de Berkovich flottant sur Z et une
fonction log-flottante, nous expliquons comment obtenir, & partir d’'une minoration
sur la fibre centrale, une minoration uniforme en presque toute place, ainsi que des
minorations plus faibles aux places restantes. Ce résultat nous permettra par la suite
d’obtenir des minorations globales par des hauteurs.

Fixons le cadre. Soit N € Z \ {0}. Soit )V un schéma localement de type fini
sur Z[%], génériquement non vide. Notons Y := )?" son analytifié, au sens de la
section C’est un espace de Berkovich sur Z flottant. L’image du morphisme
structural pr: Y — M(Z) est de la forme Uy, , ot Ny est un multiple de N.

Rappelons qu’une fonction f: Y — R est dite log-flottante si

VyeY,Ve € ]07 1]’ f(ye) = Ef(y)

Lemme 5.1. — Soit V une partie flottante de Y et supposons qu’il existe Ny € Z tel
que pr(V) = Uy, . Soient &, f1, fo € C(V,R) des fonctions log-flottantes continues.
Pour s € R, posons

Vor={yeV:fily) =stetVos:={yeV: fily) > s}
Supposons qu’il existe sg € Rsq tel que Uapplication PT|v,, Vso — Un,, soit fermée
et eg € R tel que
Yy € Ve Npr ' (ag), E(y) > e+ fo(y)-

Alors, pour tout o € R, il existe t, € R et un ensemble fini M, C Mq tels
que

W € Mg\ Mo, Wy € Vao Npr(a0), £(1) > © fi(0) + (o)
et
Vo € Mo, ¥y € Var, N1 (), €() 2 == faly) + foly).
Démonstration. — Soit « € |0, 1[. L’ensemble

Wi={yeVy:EY) >e—a+ fay)}

est un voisinage de pr—!(ag) NV;, dans Vj,. Puisque I'application pryy,, : Vso = Uny
est fermée, W contient une partie de la forme pr—!(B,) NVs,, ot B, est un voisinage
de ag dans Uy, . Il existe une partie finie M, de Mq contenant la place infinie et
£q € ]0,1] telles que

B, D U [ag, ay,c0[ U U (a0, Gye, |-

UGMQ\MQ vEMa
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Soient v € Mg\ M, et y € VaoNpr—t(ay). Posons € := so/f1(y) € Rxo. Puisque f
est log-flottante, on a f1(y°) = ef1(y) = so, donc y* € pr=1(B,) N Vs, € W. On en
déduit que E(y°) > ep — a + fa(y°) et donc, puisque & et fa sont log-flottantes, que

Ey) > + foly) = ;aﬁ@+ﬁ@»

S

e — & €0

Posons t, := So/ea € Rsg. Soient v € M, et y € Vo, N pr—'(a,). Posons
e:=350/f1(y) € ]0,e4]. En raisonnant comme précédemment, on montre que y* € W,
puis que

E() 2 == ily) + foly).
O

Introduisons quelques notations qui nous seront utiles pour présenter une version
globale du résultat.
Notation 5.2. — Soit Q € Y(Q). Le corps résiduel x(Q) est une extension finie
de Q. Pour tout v € Mq, I'image L,(Q) de Spec(k(Q)®qQv) = Vq, est un ensemble
fini de points fermés. Il s’identifie & un ensemble de points de pr—!(a,) ~ Vo, -
Pour tout g € L,(Q), posons

[1(q) : Qu]

Vo=@ q)

Posons

LQ) = | L.(Q)

’UGMQ
Pour toute partie V' de Y et toute fonction £: V' — R, on pose
hev(Q) = Y Ny&(q).
geL(Q)NV
On pose hg := hgy.
Ezxemple 5.3. Considérons le schéma Gy, sur Z avec coordonnée 1" et la fonction

log™(|T]): G2 — R.

Alors, pour tout z € Q, on a

Mog+ (7)) (%) = h(z).
Théoréme 5.4. — Soit V une partie flottante de Y et supposons qu’il existe Ny € Z
tel que pr(V) = Un,,. Sotent £, f1: V — Rxq, for: V>R et g1: V - RU{—o0}
des fonctions log-flottantes continues.
Pour s,t € R~q, posons

Vei={yeV: fily) < s}
et
We={y €V :qi(y) <tfa(y)}.
Supposons que
i) pour tous s,t € R, lapplication priv,aw, : Vs N Wiy — U, est propre ;
i) il existe A € Rxq et une famille presque nulle (By)venq d’élements de R tels

que
Yo € Mq,Yy € V Npr~ay), g1(y) < A fi(y) + By ;
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i11) il existe 1o € Rsg et 7: Rsg — Rso, avec limy o 7 = +00, tels que
1 1
Vr > T0>vy € Wr(r) N pr (a0)7 S(y) > ;fQ(y)

Alors, pour tout e € Ry, il existe C € Rsq et D € R telles que, pour tout Q € J(Q),
on ait

S oNE@=C( Y Np@ -z Y Nfilg) +D,

g€Ly, (Q)NV q€Ly, (Q)NV G€L(Q)NV

ot Ly, (Q) :={q € L(Q) : fi(q) > 0}.

Démonstration. — Pour r, s € Rsq, posons
Zr,s = {y € WT(T) : fl(y) = S} et Zr,>s = {y € WT(T) : fl(y) > 5}'

Soit s € Rsg. Soit r € [rg, +o0] tel que 7(r) > %. La partie W) de V' est log-
flottante. Il suit de 'hypothése i) que I'application Iz, Zrs — Un, est propre,
donc fermée. On a donc

1
Vy € Zr,s N pril(GO)a g(y) > ; fZ(y)

Se

D’aprés le lemme appliqué avec eg = 0, f1 = f1, fo = %fg et a = 57, il existe
t, € Ry et un ensemble fini M, de places de Q tels que

_ € 1
Vv € MQ \ M., Vy € Zr,>0 M pr l(av)a g(y) > _Z fl(y) + ; f2(y)
et
_ € 1
Vv € My, Yy € Zr s, Npr ' (ay), E(y) > ~5 fi(y) + - fa(y).

Soit v € M,.. Par hypothése, I’ensemble

{y € W‘r(r) N pril(av) : fl (y) < tr}
est compact. On en déduit qu’il existe une constante D, € R telle que

€

1
Yy € Zyso NN a), E() 2 —o fil) + - faly) + D

Soit Q@ € Y(Q). Posons Ly, (Q) = Ly (Q) N Wy et Ly (Q) = Ly, (Q)\
Ly, »(Q). Pour tout ¢ € L', (@) NV, on a donc

R(0) £~ 0(0) £ S5 ) + 25
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On en déduit que

> NEwz Y N h)- o Ai@)+ Y D,

qeLflm(Q)ﬂV qELfl’,,-(Q)ﬂV veEM,
1 €
> Y N (;f2(Q)—27f1(Q))+ > D,
g€l (@NV vEM,

D SR AT AC)

qGLfl T(Q)OV

1 €
LY NpooL Y MA@ XD
g€Ls, (QNV qeL(Q)nV veM,
A
— N,
7(r) Z af1(g
qEle SNV veEMq
1 A
>0 3 Nl - <2+r<r>) > M)
g€Ls, (Q)NV 4€L(Q)NV
+ 2 Di-s D Be
vEM, EMQ
Le résultat s’ensuit. O
Remarque 5.5. — Le résultat du lemme reste valable mutatis mutandis en

remplagant V' par un espace de Berkovich flottant sur un anneau d’entiers de corps
de nombres.

Nous présentons maintenant des versions simplifiées du théoréme [5.4] Nous utili-
serons a plusieurs reprises le résultat suivant.
Lemme 5.6. — Soit K un corps de mombres. Soit n € N*. Pour tout u =
(ut,...,up) € (K*)", on a

Z N, max(|log(|u,])|) (n+ 1) h(u).
vEMK

Démonstration. — Soit u = (u1,...,un) € (K*)". Pour v € Mg et i € [1,n],
posons m; ,, := min(0, log(|u;|,)) et M;, := max(0,log(|u;|,)). Pour v € Mg, posons
My 1= minlgign(mw) et M, := maxlgign(Mw

On a

= > ) Nylog(|usly)

vEME i=1
n
= Z Z Nv(mi,v + Mi,v)
vEME i=1
< Z Nv(mv +nMv)a

vEME

— Z Nymy < n Z N, M,.

veEMK veEMg

d’ou
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On en déduit que

N, max (log(|us|)|v) = N, max (max(M,;, —my;))
1<i<n 1<i<n
’UEMK UEMK

= Z N, max(M,, —m,)
veEMg

Z NU(M’U - mv)

vEME

(n+1) > N,M,.
vEME

IN

IN

O

Le résultat qui suit propose des versions simplifiées de la conclusion du théo-
réme [5.4] sous certaines hypothéses.
Corollaire 5.7. — Plagons-nous dans le cadre du théoréme[5. avec V =Y.

i) Supposons qu’il existe une famille finie F = (F1;)icr, d’éléments inversibles

de O(Y) telle que
f1 = max(log(| Fyi])])-

Alors, pour tout € € R, il eviste C € Rso et D € R telles que, pour tout
Q € Y(Q), on ait

he(@=C( S Nyfalo) —eh(Fi(Q)) + D.

qELfl (Q)

ii) Supposons, en outre, qu’il existe une famille finie Fo = (Fh;)icr, d’éléments
inversibles de O(Y) telle que

f2 = max(|log(| Fyl)])

et que, pour tout y € Y, on ait
(Vie I, |Fii(y)| =1) = (Vi€ L, |F(y) =1).
Alors, pour tout € € R, il eriste C € Rso et D € R telles que, pour tout
Q€ Y(Q), on ait
he(Q) = C (M(F2(Q)) — e M(F1(Q))) + D.

i11) Supposons, en outre, que F1 = F. Alors, il existe C € Rsq et D € R telles que,
pour tout Q € Y(Q), on ait

he(Q) = Ch(F(Q)) + D.

O
Remarque 5.8. — L’énoncé du corollaire reste valable en remplacant partout
he(Q) par quLfl(Q) Nq E(q).
Intéressons-nous maintenant a des simplications des hypothéses du théoréme [5.4]
rendues possibles par le résultat suivant.
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Lemme 5.9. — Soit K un corps de nombres. Soientn € N* et P € K[TF', ... TF.
Il existe A € Rsq et une famille presque nulle (By)yen, d’élements de R>q telles
que, pour toute v € My et tout x = (x1,...,x,) € (K))", on ait

log(|P(x)],) < A max (|log(|zil.)]) + Bo.

Démonstration. — Pour tout h = (h1,...,h,) € Z", posons |h| := > " |hi| et
Th =[], T/. Bcrivons P sous la forme

P = Z ahTh,

ou H est une partie finie de Z™. On peut supposer que P # 0 et que, pour tout
heH, ap 75 0.

Soit v € M. Soit x = (w1, ...,x,) € (K})™. Posons M, := maxi<;<n(|2i|v, |7, 1)
et my = log(M;) = maxi<i<n(|log(|xi|v)]|)-

e Supposons que v € My . On a alors

<
P@le <, max (Ja, | [1=17)

< oMM

_Igé%(lahl e ),
d’ou

log(|P(x)]y) < I,flaX(log(\ah\v) + [h|my)
€eH
< h|) m, ] D).
_gleag(l ) m +Ig16a;;( og(|anlv))

e Supposons que v € My, . On a alors
n
P(x)|, <tH max (a T; hi)
Pl <ot s (lnl, [Tl
d’ott il découle que

log(|P(z)],) < max(|h]) m, + mas(log(|anl.)) +log(£H).

O]

Le résultat de simplification promis en découle.
Lemme 5.10. — Supposons qu’il existe une famille finie Fy = (F1;)icr, d’éléments
inversibles de O(Y) telle que

fr = max(|log(|Fiil)]),
ainsi qu’une famille finie (Pj)jcy, d’éléments de Q[Ti,Ti_l,i € 1] telle que
g1 < max(log(|P;(F1)]))-
je€n

Alors Uhypothese i) figurant dans ’énoncé du théoréme est satisfaite. O
Pour conclure cette section, nous proposons un exemple d’utilisation du lemme [5.]
pour obtenir une majoration.
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Proposition 5.11. — Soit V une partie flottante de Y et supposons qu’il existe
Ny € Z tel que pr(V) = Un,, . Soit £: V — R une fonction log-flottante continue.
Soit (F;)ier une famille finie d’éléments inversibles de O(V'). Pour r € R, posons

W, ={yeV: r?eaIX(|Fz‘(y)|, |F¢_1(y)‘) =r}

et
W)= {y eV min(|F(y)]) < r~' ou max(|Fy(y)]) > r}-

Supposons qu’il existe rg € Rs1 tel que 'application Priw,, : Wy, = Un,, soit fermée
et eg € R>¢ tel que

Vy € Wy, Npr~Y(ao), E(y) < eo.
Alors, pour tout o € R, il existe s, € Rs1 et un ensemble fini M,, de places de Q
tels que
ey +

/ —1 A
Vo € Mg\ Mo, Yy € WiNpr—(ay), E(y) < log(ry) X (Log(1F5(»)])])

et
1 ey + «

Yo € My, Yy € W;a Npr (ay), E(y) < Tog(ro) 11i1€lex (|log(|E(y)\)|)
Démonstration. — Soit o € Rg. Le résultat découle du lemme [5.1] appliqué avec
& = =&, fi = maxier(|log(|Fi])]), fo = 0,V =V, so = log(rg) et eg = —eo,
a = q. O

Une fois ce résultat appliqué, pour obtenir une majoration globale de la fonction &,
il reste a traiter le cas de « bonne réduction » (|F;| = 1 pour tout i), qui est géné-
ralement plus simple, et celui des compacts {s, < |Fj| < s;'} Npr~i(a,), pour v
appartenant a I’ensemble fini de places My, ol I'on sait qu’une majoration existe a
PTILOTI.
Remarque 5.12. — Comme pour le lemme (cf. remarque , le résultat de la
proposition [5.11] reste valable en remplagant V' par un espace de Berkovich flottant
sur un anneau d’entiers de corps de nombres.

6. Minoration de I’énergie mutuelle globale

Dans cette section, nous combinons les résultats de la section [f]aux estimations sur
la fibre centrale de la section [3.2] pour obtenir une minoration de 1’énergie mutuelle
globale. Nous reprenons les notations de la section 77.

Posons

Z! :={a1 #0,a2 # 0,a3 # 0,a4 = 00} C Z,,
Z{) = {bl 75 o0, by 75 o0, bs 75 oo, by = O} C Zy

et 2, =27 Xz[1] Z} C Zqp. D’apreés le théoréme la fonction

1
2
Ew: z € Z(/zb — (Ha(z)aﬂb(z)>7

ou a = (a1, az,as,00) et b = (by, be, b3,0), est continue.
Notons y{lb l'ouvert de Zariski de P;[l] avec coordonnées homogénes [a; : ag: as:
2

by : by : bs] défini par les conditions
Vo :={Vi,a; # 0,b; # 0, Vi # j,a; # aj,b; # bj} C P5z[;]-
2

Son analytifié Y/, est un quotient de Z/,.
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L’invariance de I’énergie mutuelle par changement de coordonnées assure que, pour
tout z € Z/, et tout s € H(z) \ {0}, on a

<:usa(z)u ,usb(z)> = <:U'a(z)7ub(z)>'

Par conséquent, I'application &, se factorise par Y/,.

Rappelons que, d’aprés la proposition si z € prt(ag), les mesures Ha(z) €t
Mp(z) s'identifient a des mesures de Lebesgue sur des segments. En particulier, on
peut calculer leur énergie mutuelle en utilisant les résultats de la section (3.2}

Le but de cette section est de démontrer une minoration de I'énergie mutuelle
globale hg, sur )/, (Q). Dans un premier temps, nous minorerons hg, par une
hauteur.

Notation 6.1. — Pour Q € V', (Q), posons
hao([Q]) := N([a1(Q) : a2(Q) : a3(Q) : b1(Q) = b2(Q) = b3(Q)])
= max (log(|ai(q)l),log(|b;(q)]))

1<i.j<3
qeL(Q)

B i(q) bj(q)

T Gyt (0108 (15573105 (5503 )

Pour des raisons pratiques, posons
(u1,uz,us,uq, us, ug) = (a1, az, as, by, bz, b3).

Lemme 6.2. — Considérons la fonction de Y], dans R définie par
Uj Uj
:zm&x(lo — log (|— —1 )
i 1= e ([log (|~ D], los (|~ = 1)
Il eziste Cy, D1 € R telles que, pour tout Q € V', (Q), on ait

h, (Q) < C1ha([Q]) + D
Démonstration. — Soit QQ € yéb@) D’aprés le lemme on a

max o u;(q) o u;(q) -
= 61(1;:@)% e (o (5 1o (g 20

Soient 4,5 € [1,6] avec i # j. Pour tout ¢ € Y, on a

log (l Uz(Q) ‘) < log (‘Uz(q> D ~Jog (‘uj(q) D

Y

u;(q) b1(q) b1(q)
< 2max [t (|44 hog (| 21D
Pour tout ¢ € Y/,, on a également
tog (|42 _ 1)) < 1og (| %49 1 1)
u;(q) a u;(q)
ui(q)

< log (2 max (‘

u;(q) ’O)>

< og(2) + 2mas o |42

Joe (526510
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On en déduit que

hy (Q) < 61log(2) + 122 Ny max ’log ‘ullgg D))
9€L(Q)

et on conclut par le lemme O

Lemme 6.3. — Soit p € [1,400]. Considérons les fonctions de Y, dans R définies
par
a
f2 = max (0, SImaxi<;,j<3 (log (‘Fz‘)))
j

4 — a; b; by — b;
e s (i (1272 o 2 ).

1,7,k distincts a;

et

Soit ¢ € Y, N~ (ag) tel que g1(q) < pfalq). Alors, on a

1
Ean(q) > 182 f2(q)-

Démonstration. — On peut supposer que |az(q)| > |az2(q)| > |a1(q)| et |bs(q)| >
ba(@)] = [b1(g)]. On a alors f(g) = max (0, log(|222), log(| 222)).

Rappelons que I’énergie commune est invariante par changement de coordonnées
sur P'. Le changement de ¢ en ¢! a pour effet de remplacer (a1(q), a2(q),az(q), o)
par (b3 (q), by (), b1 (4), 0) et (b1(q), b2(q), b3(q), 0) par (a3 (q), a5 (q), a7 *(q),0).

En particulier, 2 ((q)) et 228)) sont échangés par cette opération. On peut donc supposer
3(q)

que f2(q) = max(0,log (|52 ))-
On peut également supposer que fa(q) > 0, autrement dit, que |asz(q)| > |b2(q)|.

Avec la notation considérons les segments de P,lc’an suivants : [, =
I(al(q),az(q),ag(q),oo) et IQ = I(bl(q ,b2(q),b3(q),0)- L’interprétation de leur longueur
en termes de birapport (cf. lemme assure que l'on a

max(((11),£(12)) < g1(q) < pfa(q)-
e Supposons que I1 N Iy = (.

Notons dis la distance de I1 a I5. On a alors £1 +¥fo+d1g > log(\‘lg—((qq))\), cf. ﬁgure@
En utilisant le théoréme [3.21] on en déduit que

as(q)
gab(q) = 24 lo ( bg(q) ’) = 48p

2f2()

e Supposons que I N Iy # ().
Alors, I \ I contient un intervalle J de longueur supérieure ou égale a log(| Zzg‘q])) ),
cf. figure 7| D’aprés le corollaire appliqué avec A\ = fa(q), on a donc

1
Ear(q) > 132 Ja(q).
O

Lemme 6.4. — Avec les notations du lemme[6.3, il existe Cy € R telle que, pour
tout Q € Y/, (Q), on ait
hy, (Q) > Cahap([Q)).
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o0
bs
as
Iy
a2
di2 7 b
1P
ai
b1
0

FIGURE 6. Segments I et I5 disjoints.

oo
b3
as
J
I
b2
a2
Iz
ay
b1
0

FIGURE 7. Segments I; et I qui se rencontrent.

3
a
Démonstration. — Posons P := H b—l Y,, — R. Pour tout ¢ € Y/,, on a
i=1 "

ai(q)
bj(q)

smax < j<3 (1og (| ) = smax;<i<s(log(lai(q)]) + log(|b;(q) "))

> 1(2?%(10&]@1(@])) + SmaXlgigg(log(‘bj(q)_l‘))

+ smax <i<s (log|ai(a)])) + max (log(1b;(a) ')

1<4<3

3
> 2 (- tos(laila)]) — min (loa(lai(a)])
i=1
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Soit Q € V,(Q). A Tl'aide de l'inégalité précédente et du lemme on obtient
1 b;
@2 55 3 Mo, ma, (s (70 DD,
Soient 7, j € [1,6]. Pour tout ¢ € Y/, on a
bi(q) bi(q) bj(q)
s (I3 3 D] = o (P55 D] + [1og (1P@ 255D
et
ai(q) b1(q) b1(q)
og (175 D] = [log (P@ = 51| +[1og (1P@ZE D

Soit k € [1,3]. Pour tout ¢ € Yy, il existe u,v € [1,3] tels que

WDy o (oe (%) op (| (@) o (122@
log (‘bl(q) D = 1<4,5<3 (1 g(}bj(q)‘)) +1 g(}au(q)‘) +1 g(‘bl(q)‘)'

Par conséquent, pour tout ¢ € Ya’b7 on a

bi(q)
+ max (og (155 D)

g (| 720) < fola)+ ma, (o (|25

En combinant les inégalités précédentes, on obtient finalement

() ) 1og (20D )

hab([Q]) = qELZ(Q) Ny 1%3};3 <0, log (’ b1(q) b1(q)
<@ 1 3 o, mas, (s 170 20
q€L(Q) =hI= a;(q
< 8Lhp(Q).

O]

Théoréme 6.5. — Il existe Cy € R~ et Dy € R telles que, pour tout Q) € y;b(ﬁ),

on ait

hgab(Q) > Co hab([Q]) + Dy.

Démonstration. — Définissons les fonctions fi, fo et g3 comme dans les lemmes
et [6:3] Montrons que les trois conditions du théoréme [5.4] sont satisfaites pour V =
Y.

ab

i) Soient s,t € R~¢. On a

_ U;
Vo= {em < |2,
uj

Ui — Ui

¥’§687 1§17J§6}Cyafbu
U
J

donc l'application Vs — Us est propre. La condition s’en déduit.
ii) Pour tous i, j, k distincts, on a

a; — aj Qj Qg

log (|———=|) =log (|1 — —=|) —log (|1 — —

g(lg—g ) =log (1= 7)) —log (1 = 7))

et

bj b —b; b; b b;
log (|- 5, 1) =108 (I521) +1og (|5 — 1) —1og (|5~ 1]).

La condition découle alors du lemme [5.10
iii) Cette condition découle du lemme
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On peut donc appliquer le théoréme[5.4} 11 assure que, pour tout € € Ry, il existe
Co: € Roo et Dy € R telles que, pour tout @ € V., (Q), on ait

he,,(Q) >COa( > Nofolg)—e Z Nqfi(q )-i-Do,e,
q€Ly (Q) q€L(Q
d’ou
hEab (Q) > CO,& (hfz (Q) - 5hf1 (Q)) + D0,57
en utilisant le fait que fo est nulle dés que f est. On conclut a 'aide des lemmes|[6.2]

et [6.4] en choisissant € assez petit. O
Remarque 6.6. — Signalons que tous les arguments présentés jusqu’ici s’ap-

pliquent encore si I’on travaille non plus sur un corps de nombres, mais sur un corps
de fonctions de caractéristique différente de 2. En particulier, le théoréme reste
valable dans ce cadre, avec la méme preuve. Plus précisément, on peut remplacer Q
par k(T), ot k est un corps de caractéristique différente de 2, et appliquer la théorie
en prenant comme espace de base non plus 'ouvert Uy de M(Z), mais la droite

lan

projective de Berkovich P}’
Remarque 6.7. — Pour 1llustrer la portée des méthodes employées, montrons com-
ment elles s’adaptent pour obtenir une minoration de 1’énergie mutuelle de deux
systémes dynamiques de la forme P,: z — 22 4 ¢ avec ¢ € Q.

Ce résultat est bien plus simple & établir que son analogue dans le cas des mor-
phismes de Lattés. Expliquons, tout d’abord, comment adapter les constructions de
la sectlon . Au lieu de I’ espace de modules Z, considérons la droite affine Z = A1
avec coordonnée u. Notons X la droite projective relatlve au-dessus de Z et IT l'en-
domorphisme de XNpolarlse de degré 2 défini par z + 22 +u, oil z est une coordonnée
affine relative sur X. N N

Pour chaque point z € Z2%, la fibre de X" au-dessus de z s’identifie a P;&??), et

I’on dispose d’une mesure d’équilibre ,uu(z) associée & I’endomorphisme induit par II.

Considérons maintenant deux copies Z et Zd de Z avec coordonnées respectives ¢
et d et posons ch = Z X7 Zd D’aprés [Poi22] Corollaire D], la fonction

Ei: 2 € 22— (fieo), Flaz)) € R
est log-flottante et continue. Notons que, par définition, pour tout @) € gcd(é), on a
(Peq) Pauq)) = hg (Q)-
Finalement, notons ycd Pouvert de Zariski de Z -4 défini par la condition ¢ # d.

Suivant le principe exposé a la section 5, pour minorer la fonction hgcd sur ycd(Q),

nous allons chercher & minorer gcd sur la fibre centrale. Pour ce faire, reprenons les es-
timations établies par L. DeMarco, H. Krieger et H. Ye dans [DKY 22| Theorem 5.1] :

pour tout point z de iicd au-dessus de |-|0, on a
<Mc(z) Md(z)> log (‘ ( )—d(Z)D
De plus, si |¢(z)| = [d(2)] > 1 et |c(z) — d(z)\ > |e(2)|~1/2, alors on a

- - 1
(Te(z), Ba(z)) = ¢ o8 |c(2)]-
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(Ces minorations sont énoncées pour le complété d’'un corps de nombres en une
place finie ne divisant pas 2, mais les preuves restent valables pour tout corps valué
complet ultramétrique de caractéristique résiduelle différente de 2, et en particulier
sur la fibre centrale.)
On en déduit aisément que, pour tout point z de V.4 au-dessus de |-|o, on a
~ ~ 1 1
(s iae)) = 75 (1og(le(z) = d(2)]) + 5 log* (max(|e(2)],|d(2)])) )
Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme avec les fonctions

fi = max(log(|c]), log(|d]), [log(|c — d])]),
f2 = 15 (log(lc — d]) + 3 log™ (max(|c], |d]))),
g1 = —00.

En remarquant que, pour tout z € ?cd, la condition fi(z) = 0 entraine gcd(z) =0,
on en déduit qu’il existe €’ € R et D’ € R telles que, pour tout Q € V.4(Q), on a

he (Q) = C'h(e(Q).d(Q)) + D,

ou h(-, -) désigne la hauteur logarithmique usuelle sur 62. Autrement dit, pour tous
cAdecQ,ona
(P.,P;) > C"h(c,d) + D'

Nous obtenons ainsi une démonstration rapide de [DKY22, Theorem 1.7] (sans
valeur explicite pour les constantes). Nous renvoyons a ibid. pour 'application & la
majoration du nombre de points prépériodiques communs & P, et Py, uniformément
en c et d.

Revenons maintenant au cas des morphismes de Lattés.
Théoreme 6.8. — Il existe mg € R telle que, pour tout Q € YV, (Q), on ait
he,,(Q) = mo.
Démonstration. — On suit fidélement [DKY20, section 6.3]. Considérons la fonc-
tion de Y, dans R définie par

JEE ),
i Uj — Uy

Uj Uy

m :=min | | —
i#]
Rappelons que la fonction Eq: Y, — Rxg est continue. En outre, d’aprés la
remarque 4.8| et les propriétés de I’énergie mutuelle des mesures, elle est strictement
positive en tout point de 7! (as).
Pour tout u € Ry,

Ky :={y €  ax) : m(y) > u}

est une partie compacte non vide de 7 !(as). Notons ey > 0 le minimum de &,
sur K;.
Pour tout e € )0, eg[, posons

s(e) == sup({m(y) 1 y € 77 (ac0), Ea(y) < €}) € [0,1].

La fonction s: ]0,eo[ — [0, 1] est décroissante.

Posons uy := inf({s(e) : e € ]0,ep[}). Supposons, par l'absurde, que ug > 0.
Soit uy € ]0,up[ et notons m > 0 le minimum de &, sur la partie compacte K,
de 71 (as). Alors, pour tout e € J0,m[, on a s(e) < up et on aboutit & une contra-
diction. Nous avons ainsi montré que uy = 0. On en déduit que lim,._,¢ s(e) = 0.
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Supposons, par 'absurde, qu'il existe une suite (Qy)nen+ de V., (Q) telle que
ngI—&I-loo hg“b(Qn) =0

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que, pour tout n € N* on a
he,, (Qn) < % Pour tout n € N*, soit K,, un corps de nombres tel que @, €

().
Soit n € N*. Puisque &, est & valeurs positives, on a

1
S Nebula) < 5
qE€E Lo (Qn)
Posons M, := {q € Loo(Qn) : Eu(q) < 1}. Pour tout ¢ € M, on a alors
- (uilg) | wilg) — uy(q) u;(q) 1

n(q) = i (| 2908 |0 | D) < ()
i#] N\ Uy (9) Uj (9) u;(q) Uj (9) n

Remarquons que 'on a

S New@s— S A,

g€ Lo (Qn)\ My, " 9€Loo (Qn)\Mn
d’ont )
N,=1— L
) >, Ne>g
qEMn qeLoo(Qn)\M’ﬂ

Il existe un sous-ensemble M/, de M,, et une fonction v: Ya’b — R+ de la forme %
J

ou (h — 1)* avec 4,5 € [1,6], i # j, tels que

Uj
1

Vg € My, Jo(a)l < s(-)

1
Ny > —.
Z 77 18
qeM]),
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que v est indépendante de n.
On a alors

et

S N, flog(l(@)])] > ——= log (5(=)) —— +oo,

18 n’’ n—+oo
qEL(Qn)
d’ot, d’aprés le lemme limy, s 400 hap([@n]) = +00, ce qui contredit le théo-
réme [6.5] O

7. Retour aux courbes elliptiques

Dans cette section finale, nous appliquons les inégalités obtenues jusqu’ici pour
étudier les images de points de torsion ou de petite hauteur sur des courbes ellip-
tiques.

Soient K un corps de nombres, F une courbe elliptique sur K telle que E[2] C
E(K)et m: E — P}( une projection standard. Rappelons que l'on peut associer
a ces données une mesure adélique ji(p - (cf. notation et une hauteur hu(E,w)
(¢f. notation , que nous noterons également h(g 5y, par souci de simplicité. Cette
derniére n’est autre que la hauteur dynamique associée au morphisme de Lattés
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correspondant a (E, 7). Rappelons également que, d’aprés la remarque le corps
de nombres sur laquelle est définie la courbe elliptique est sans importance pour les
calculs d’énergie.

Commengons par réécrire le théoréme [6.8] dans le cadre des courbes elliptiques.
Théoréme 7.1. — Il existe my € R~q telle que, pour toutes courbes elliptiques mu-
nies de projections standards (E1,m) et (B2, ms) sur Q avec m (E1[2]) # m2(F2[2]),
on ait

<IU(E1,7T1)7/'L(E2,7T2)> > my.
Démonstration. — Soient (Eq, 1) et (E2, m2) comme dans I’énoncé. D’aprés les rap-
pels effectués a la section la quantités (up,, up,) est invariante par changement
de coordonnées sur P'. On peut donc supposer que m(E1) = {ai,az,as, oo} et
ma(Fy) = {b1,ba,b3,0}, avec ay, az,as, by, by, bs € Q* Posons P; := (a1, az,a3,0) €

= —4 —~
Pl(Q)4, Py = (bl,bg,bg,O) S Q et Q12 = (al,ag,ag,bl,bQ,bg) S (9 )5. On a

alors fi(g, ) = WP, €6 W(Eym) = HPy, Q12 définit un point de )7, (Q) et on a
he,, (Q12) = (1P, p,). Le résultat découle maintenant du théoréme O

Pour conclure, nous utilisons un résultat de majoration de I’énergie mutuelle en

termes de hauteurs di & Thomas Gauthier (¢f. [Gau23|). Il vaut pour des familles
quelconques de systémes dynamiques sur P!. Nous nous contentons de 1’énoncer ici
dans le cas particulier qui nous intéresse.
Théoréme 7.2. — Il existe une constante C1 € Rsq satisfaisant la propriété sui-
vante. Soit K un corps de nombres. Soient (a1, az,as), (by,ba,b3) € (K*)3 tels que,
pour tous j # j', aj # aj et bj # bj. Posons Py = (a1,a2,a3,00) € (P(K))*,
Py := (b1, bo,b3,0) € K* et Q12 := (a1, as,a3,b1,ba,b3) € (K*)5. Pour toute partie
non vide F' de K et tout § € ]0,1], on a

log(6)
(i) < 4w, (), s, (F) + Cr (8 = 2527 ) (h(Qual) + 1)
O
Théoreme 7.3. — Il existe m, M € R~q telles que, pour tout corps de nombres K,

toutes courbes elliptiques Ey et Ey sur K avec E1[2] C Ey(K) et Eq[2] C Ei(K)
et toutes projections standards m1: By — Pl et my: By — Pl avec m1(E1[2]) #
mo(E2[2]), on ait

ﬁ{x S Pl(K) cmax (h(Ehm)(x)’ h(EQJQ)(x)) < m} < M.
En particulier, on a

ﬁ(’iTl(El[OO]) N WQ(EQ[OO])) < M.

Démonstration. — Reprenons les notations des théorémes [6.5] et Posons
m = 20,

Soit K un corps de nombres et soient (Fy,m) et (Eo,m2) comme dans I’énoncé.
Quitte a effectuer un changement de coordonnées sur P!, on peut supposer que
7T1(E1) = {al,ag,ag,oo} et 7T2(E2) = {bl,bz,bg,O}, avec al,ag,ag,bl,bz,bg e K*.
Posons Py := (a1,a9,a3,00) € (PYK))* Py := (b1,bo,b3,0) € K* et Q2 :=
(a1,az2,a3,b1,b2,b3) € (K*)°. On a alors p(g, =) = P, €t ji(E,m) = P, En outre,
Q12 définit un point de Y/, (K) et on a

he,,(Qu2) = (upy, iipy) et hap([Qr2]) = A([Q12])-

Soit F' une partie finie non vide de H{z € K : max(h(g, ,)(x), h(gy my)(x)) < m}.
11 suffit de trouver M € R+, indépendante des données telle que §F < M. Soit L
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une extension de K contenant F. D’aprés la remarque [3.9] on peut calculer toutes
les énergies aprés extension des scalaires & L.

Il existe hg € R~q tel que, pour tout A > hg, on ait CO}ZZ# > %Co.

e Supposons que h([Q12]) > ho.

D’aprés le théoréeme et le théoréme ﬁ appliqué avec dp := min (%, 4%)1), on a

Co h([Q12]) + Do < 4m + Cy (50 - 10?5;50)) (h([Q12]) + 1),

don —C1 log () — 404 log(6)
a 0g(00 1108100
ﬁ S Coh ! S .
Q +Do—4m
. %([32})4& C1d9 Co

e Supposons que h([Q12]) < ho.

D’aprés le théoréme et le théoréme appliqué avec d1 := min (%, Mﬁ),

on a
log(d
mo < 4m + C4 (51 — i;1)> (h([Q12]) + 1),
don C) log(81) 4
—C1logl(o1 mo — am mo
> —Ci0 > ——
iF T h(Qu)+1 T A(he+ 1)
et
4F < —4(ho + 1)Cy log(él).
mo
Le résultat s’en déduit. O

Par un argument de spécialisation (c¢f. [DKY20, §8.2|), la derniére partie du
résultat s’étend & tout corps de caractéristique nulle.
Corollaire 7.4. — 1l existe M € Ry telle que, pour tout corps L de caracté-
ristique 0 et toutes courbes elliptiques munies de projections standards (Fy,m1) et
(Eq,m2) sur L avec m1(E1[2]) # mo(E2[2]), on ait

§(m1(Er[o0]) N ma(Ba[x])) < M.
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