Thibaud Lemanissier

Jérome Poineau

ESPACES DE BERKOVICH
GLOBAUX

CATEGORIE, TOPOLOGIE,
COHOMOLOGIE




Thibaud Lemanissier
Lycée Pierre de Coubertin, Meaux.

E-mail : thibaud.lemanissier@ac-creteil.fr

Jérome Poineau

Normandie Univ., UNICAEN, CNRS, Laboratoire de mathématiques Nicolas
Oresme, 14000 Caen, France.

E-mail : jerome.poineau@unicaen.fr

Url : https://poineau.users.lmno.cnrs.fr/

30 janvier 2024


mailto:thibaud.lemanissier@ac-creteil.fr
mailto:jerome.poineau@unicaen.fr
https://poineau.users.lmno.cnrs.fr/

ESPACES DE BERKOVICH GLOBAUX
CATEGORIE, TOPOLOGIE, COHOMOLOGIE

Thibaud Lemanissier, Jérome Poineau






TABLE DES MATIERES

Mofroductionl. .. ........cooiii 1
[0.1. Objectits du manuscritf. ............ .. 4
[0.2. Organisation du texte]l............ ... ... 6
[0.3. Applications]. ... ... 13
0.4. P & L0 17
0.0. Remerciementsl. ........... 18

[L. Préliminaires et rappels|............... 19
[L.1. Spectre analytique d'un anneau de Banach|..................... ... 20
[1.2. Espace afiine analytique sur un anneau de Banach|................ 30
[1.3. Parties rationnelles et spectralement convexes|.................. ... 35
[1.4. Disques, couronnes et domaines polynomiaux|..................... 38
[1.5. Bases de vOISINAZEeS|. . ... ..ottt 46
[1.6. Résultats focauxl. ... 52

|2. Catégorie des espaces analytiques : définitions|.................. 65
[2.1. Catégorie des espaces A-analytiques|............................... 66
[2.2. Catégorie des espaces analytiques au-dessus de Al................. 74
[2.3. Immersions d’espaces analytiques|.................. ... ... ... .... 77

3. Quelques résultats topologiques sur les anneaux de fonctions |

| analytiques| ... 83

[3.1. Normes sur les quotients| ........ ..., 84




4. Catégorie des espaces analytiques : propriétés|.................. 117
4.1. Analytification de schémas|.......... ... ... ... ... 118
4.2, Bixtension des scalaires|. . ... 122
4.3, Produits fibrésl. ... 125
[4.4. Morphismes propres|. . ........oooi i 130
|4.5. Parties spectralement convexes|...................... L 132
[4.6. Morphismes Séparés|. . ... 138

[5. Etude des morphismes finis|....................................... 143
[p.1. Définition et premieres propriétés|.................... .. ... 144
[5.2. Images directes des taisceaux cohérents|............................ 146
[5.3. Stabilité des morphismes finig|. .......... ... 152
[5.4. Changement de base fini|............ ... ... . ... .. 154
5.5, Nullstellensatz de Riickert]. ............. .o i 159
[5.6. Critéres d’ouverture de morphismes finis|.......................... 166

[6. Structure locale des espaces analytiques|......................... 171

[6.1. Décomposition locale des espaces analytiques en composantes |

[ irréductibles) ... 172
6.2, Un critere d’ouverture]. ... 175
[6.3. Normalisation de Noether localel............... ... ... ... ... ... 176
[6.4. Dimension locale d'un espace analytiquel.......................... 179
[6.5. D'un schéma a son analytifié : premieres propriétés|............... 182
[6.6. D'un schéma a son analytifié : platitude et conséquences|.......... 186

7. Propriétés topologiques des espaces analytiques|................ 195
[7.1. Espaces élastiques|. . ... 195
[7.2. Connexité par arcs localel......... ... ... .. 202
[7.3. Dimension topologiquel.............. 212

8. Espaces de Stein|........... ... . . 219
[8.1. Systemes de Cousin-Runge|................... .. 221
[8.2. Théoremes A et B sur les polydisques fermés relatits|.............. 245
[8.3. Affinoides surconvergents|. . .............. . i i 253

18.4. Quelques compléments|. .. ..........o i 257







INTRODUCTION

A la fin des années 1980, V. Berkovich a proposé, dans 'ouvrage [Ber90],
une nouvelle approche de la géométrie analytique sur un corps p-adique, ou
plus généralement ultramétrique. Elle a rapidement connu un grand succés et
trouvé des applications dans des domaines variés des mathématiques tels que
le programme de Langlands, la dynamique complexe, ou encore la géométrie
diophantienne.

L’une des spécificités des espaces de Berkovich réside dans les excellentes
propriétés topologiques dont ils jouissent, et qu’ils partagent avec les espaces
analytiques complexes : compacité locale, connexité par arcs locale, contracti-
bilité locale, etc. Ces propriétés sont d’autant plus remarquables que les corps
ultramétriques sur lesquels ces espaces sont définis, ne sont, en général, ni lo-
calement compacts, ni localement connexes. L’explication réside dans le fait
que les espaces de Berkovich ne contiennent pas uniquement les points « clas-
siques » (ceux du corps de base), mais de nombreux autres, que ’on peut, par
exemple, utiliser pour tracer des chemins entre les premiers.

Par définition, les points des espaces de Berkovich sont associés & des semi-
normes multiplicatives sur des anneaux bien choisis. Par exemple, tout point
classique donne lieu & une semi-norme sur un anneau de polynoémes, obtenue
en composant ’application d’évaluation en ce point avec la valeur absolue sur
le corps de base, mais bien d’autres types de semi-normes existent.

Un autre aspect particuliérement intéressant des espaces de Berkovich est
la possibilité de les définir en prenant comme base, non seulement un corps ul-
tramétrique complet, mais, de fagon bien plus générale, un anneau de Banach
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FIGURE 1. Une droite de Berkovich traditionnelle.

quelconque. On peut, par exemple, choisir comme base le corps des nombres
complexes C muni de la valeur absolue usuelle. Les espaces de Berkovich qui
en résultent sont alors les espaces analytiques complexes classiques. On peut
également partir de ’anneau des entiers relatifs Z muni de la valeur abso-
lue usuelle. Comme la description en termes de semi-normes le laisse deviner,
les espaces que 'on définit ainsi se composent & la fois de parties p-adiques,
pour tout nombre premier p, et de parties archimédiennes, proches des espaces
analytiques complexes. Plus précisément, tout espace de Berkovich sur Z se
projette naturellement sur un espace noté M(Z), le spectre de Z au sens de

Berkovich, représenté sur la figure[2] La fibre au-dessus d’un point p-adique de
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ce spectre est un espace de Berkovich p-adique. La fibre au-dessus d’un point
archimédien est presque un espace analytique complexe (en réalité, un espace
analytique complexe quotienté par I'action de la conjugaison). De tels espaces
présentent un intérét du point de vue arithmétique.

branche 3-adique

FIGURE 2. Le spectre de Z au sens de Berkovich.

Mentionnons un autre exemple d’anneau de Banach intéressant : le
corps C"P_ défini comme le corps des nombres complexes C muni de la norme
dite hybride, égale au maximum entre la valeur absolue usuelle et la valeur
absolue triviale. Les espaces de Berkovich sur C™P se présentent comme des
familles d’espaces analytiques complexes (au-dessus du corps C muni de la
valeur absolue usuelle |- |s ou d’une de ses puissances |-|5, avec € € |0, 1]) qui
semblent dégénérer sur un espace de Berkovich ultramétrique (au-dessus du
corps C muni de la valeur absolue triviale |-|g), cf. ﬁgure Ces espaces ont été
introduits par V. Berkovich pour étudier la structure de Hodge mixte limite
d’une famille d’espaces complexes dans [Ber09]. Ils ont, depuis, été utilisés
pour d’autres types de problémes : comportement asymptotique de formes
volumes (c¢f. [BJ17]), de mesures d’équillibre d’endomorphismes (cf. [Fav18]),
de produits de matrices aléatoires dans SLa(C) (¢f. [DF19]), ou encore bornes
uniformes de type Manin-Mumford en genre 2 (cf. [DKY20]).
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FIGURE 3. La droite projective analytique sur C*P.

0.1. Objectifs du manuscrit

Bien qu’elle ait été formellement introduite dés le premier chapitre
de [Ber90|, la théorie des espaces de Berkovich sur un anneau de Ba-
nach n’a guére été developpée. Le second auteur leur a consacré deux textes.
Le premier, [Poil0Oal, propose une étude détaillée de la droite de Berkovich
sur Z selon différents aspects (algébriques, topologiques, cohomologiques,
etc.). Le second, [Poil3al, traite d’espaces arbitraires sur une certaine classe
d’anneaux de Banach (contenant Z et C™P) mais uniquement d’un point de
vue algébrique local (noethérianité des anneaux locaux, cohérence du faisceau
structural, etc.).

L’objectif du présent manuscrit est de combler quelques lacunes de la théorie
des espaces de Berkovich sur un anneau de Banach A et d’étudier en profon-
deur certains aspects qui ont, jusqu’ici, été laissés de codté, en dépit de leur
importance. Au cours du texte, nous devrons imposer & 'anneau de Banach A
diverses propriétés techniques, variant de chapitre en chapitre, en fonction des
besoins. Pour simplifier, nous désignons par l'expression « espace de Berko-
vich global » un espace de Berkovich sur un anneau de Banach satisfaisant
les propriétés requises. Le lecteur sourcilleux peut choisir de la remplacer par
« espace de Berkovich sur Z » ou « espace de Berkovich sur C™P » . la théorie
étant concue de facon a toujours s’appliquer au moins dans ces deux contextes.

Notre étude s’organise selon trois axes principaux.
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Axe @ : Définition de la catégorie des espaces de Berkovich sur un
anneau de Banach

V. Berkovich a défini les espaces de Berkovich sur un anneau de Banach dés
les premiéres pages de son ouvrage fondateur [Ber90|, mais n’a pas introduit
de notion de morphisme dans ce contexte. Le premier objectif de ce texte est
de combler ce manque. Une fois cette tache effectuée, on dispose de la catégorie
des espaces de Berkovich sur un anneau de Banach et il devient possible de
considérer et définir dans un langage adéquat différentes opérations d’usage
courant : produits fibrés, extension des scalaires (de Z a un anneau d’entiers
de corps de nombres, par exemple), analytification de schémas, etc.

Cette étude fait I'objet des chapitres [2| (définitions et propriétés générales
dans le cadre des espaces de Berkovich sur un anneau de Banach), [3[ (complé-
ments techniques sur des normes d’anneaux de Banach) et [4] (propriétés plus
fines dans le cadre des espaces de Berkovich sur une bonne classe d’anneaux
de Banach, contenant notamment Z et C™P).

Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que, lorsque ’anneau de Ba-
nach considéré est un corps valué ultramétrique complet k, la définition pro-
posée ici ne permet pas de retrouver tous les espaces k-analytiques définis par
V. Berkovich dans [Ber90, [Ber93|, mais seulement les espaces sans bords.

Axe @ : Etude de la topologie des espaces de Berkovich globaux

Les propriétés topologiques des espaces de Berkovich forment 'un des points
saillants de la théorie et recélent nombre d’informations subtiles. Dans [Ber08|,
V. Berkovich explique s’étre rendu compte dés les premiers instants que la
topologie de I'analytifiée d'une courbe elliptique sur C,, (qui est contractile ou
homotope & un cercle) permettait de retrouver son type de réduction (bonne ou
mauvaise, respectivement). Citons également le travail [Thu07| d’A. Thuillier,
qui identifie le type d’homotopie du complexe d’intersection d’un diviseur a
croisements normaux compactifiant une variété sur un corps parfait a celui
d’un espace de Berkovich canoniquement associé a la variété (montrant ainsi
que ce type d’homotopie ne dépend pas du diviseur choisi).

En dépit de cet intérét évident, les considérations topologiques sont presque
totalement absentes de 1’étude des espaces de Berkovich sur un anneau de

Banach. Seuls quelques résultats existent, limités, pour l'essentiel, au cas de
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la droite affine analytique sur Z (connexité par arcs locale dans [PoilOal,
contractibilité globale dans [LS19]).

Dans ce texte, nous développons les outils nécessaires a une étude topolo-
gique systématique des espaces de Berkovich globaux et obtenons de premiers
résultats généraux concrets, telle la connexité par arcs locale.

Cette étude fait 'objet des chapitres [5| (préliminaires sur les morphismes fi-
nis), 6] (structure locale des espaces) et [7] (connexité par arcs locale et dimension

topologique).

Axe ® : Etude de la cohomologie des espaces de Berkovich globaux

Comme dans le domaine de la topologie, les aspects cohomologiques des es-
paces de Berkovich sur un anneau de Banach n’ont été abordés que dans le
cadre de la droite affine analytique sur Z, dans [PoilOal. Pourtant, les appli-
cations de la géométrie analytique, tant complexe que p-adique, interviennent
souvent par le biais de calculs de dimension d’espaces de cohomologie ou de
résultats d’annulation.

Nous initions ici ’étude de la cohomologie cohérente des espaces de Berko-
vich globaux en dimension supérieure. La premiére étape, indispensable & tout
calcul, est de disposer d’'une vaste classe d’espaces dont les groupes de coho-
mologie cohérente supérieurs soient nuls. On peut penser & ces espaces comme
a des analogues des espaces affinoides en géométrie analytique rigide ou des
espaces de Stein en géométrie analytique complexe.

Cette étude fait 'objet du chapitre [8] (et utilise de fagon essentielle les ré-
sultats techniques du chapitre [3)).

0.2. Organisation du texte

Exposons maintenant plus en détails, chapitre par chapitre, le contenu de ce
texte. Nous mettons en valeur des résultats qui nous semblent importants, tout
en en laissant quelques autres de cété. L'introduction de chacun des chapitres
contient une description exhaustive de son contenu.

Le but principal de ce texte est de développer la théorie des espaces de Ber-
kovich définis sur Z ou d’autres anneaux de Banach aux propriétés similaires :
anneaux d’entiers de corps de nombres, corps hybrides comme C™P anneaux
de valuation discréte, etc. Nous ne sommes pas parvenus & isoler un ensemble

de conditions naturelles a imposer & un anneau de Banach pour qu’il entre dans



0.2. ORGANISATION DU TEXTE 7

le cadre de notre théorie. Les différents chapitres de ce texte contiennent donc
différentes définitions (anneau de base, anneau de base géométrique, anneau
de Dedekind analytique, etc.), adaptés a nos besoins spécifiques. Ce choix pré-
sente ’avantage de mettre en lumiére les propriétés utilisées pour démontrer
chacun des résultats, et nous espérons également qu’il permettra de prendre en
compte plus facilement les développements ultérieurs de la théorie (qui pour-
raient faire intervenir d’autres anneaux de Banach, dont 1'idée nous échappe a
I’heure ot nous écrivons).

Insistons sur le fait que tous les résultats que nous démontrons sont valables
pour des espaces de Berkovich définis sur un anneau de Banach qui est 'un
de ceux cités en exemple plus haut. Seule 'ultime section spécifique aux
anneaux d’entiers de corps de nombres, fait exception a cette régle. Comme
précédemment, nous utiliserons ’expression « espace de Berkovich global »
pour désigner un espace de Berkovich sur un anneau de Banach satisfaisant les
propriétés requises.

Chapitre [1] : Préliminaires et rappels

Soit A un anneau de Banach. Dans ce chapitre, nous commencons par rap-
peler en détail la construction des espaces A-analytiques, en suivant [Ber90].
Nous rappelons ensuite les principaux résultats obtenus par le second auteur
dans ses travaux [Poil0al, [Poil3al. Nous en profitons pour démontrer quelques
résultats techniques (par exemple sur les bases de voisinages des points, cf. pro-
positions et|1.5.12) et introduire quelques outils dont nous nous servirons
dans la suite du texte.

Un résultat majeur est le théoréme de division de Weierstraf (cf. [Poil3al,
théoréme 8.3]), dont nous rappelons maintenant I’énoncé. Considérons la droite
affine analytique X := Ai{an (avec coordonnée T) et la projection 7: X —
M(A). Soient b un point de M(.A) et x un point de 7~1(b). Nous supposerons
que x est rigide dans la fibre 771 () ~ A;—i?l?)’ ou H(b) désigne le corps résiduel
complété du point b. Cela signifie qu’il existe un polyndéme irréductible p, €
H(b)[T] qui s’annule exactement en ce point.

Théoréme — Plagons-nous dans le cadre décrit ci-dessus. Soit G un
élément de l'anneau local Ox . Supposons que son image dans l'anneau de
valuation discrete O -1y , n'est pas nulle et notons n sa valuation.

Alors, pour tout F' € Ox 4, il existe un unique couple (Q, R) € Og{,w tel que
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i) F=QG+R;

i) R € OpnayplT] est un polynome de degré strictement inférieur
a ndeg(py)-

Dans un souci de précision, signalons que 1’énoncé du théoréme requiert des
hypothéses sur le point b (par exemple de supposer que b est décent, cf. dé-
finition , qui sont toujours satisfaites si 'anneau A est Z ou C™P, par
exemple.

Dans [Poil3al, on tire plusieurs conséquences de ce théoréme dans le cadre
des espaces de Berkovich globaux : noethérianité et excellence des anneaux
locaux O, cohérence du faisceau strucural, etc. Elles sont rappelées a la fin
du chapitre.

Chapitre |2 : Catégorie des espaces analytiques : définitions

Soit A un anneau de Banach. L’objet principal de ce chapitre est de définir
la notion de morphisme entre deux espaces A-analytiques. Rappelons que la
définition d’espace analytique sur A, comme la définition d’espace analytique
complexe, s’effectue en plusieurs étapes : on commence par les espaces affines
analytiques, on considére ensuite les modéles locaux, qui sont des fermés ana-
lytiques d’ouverts des précédents, puis on recolle ces derniers La définition
de morphisme procéde de la méme logique.

Soient U et V' des ouverts d’espaces affines analytiques sur A et p: U — V
un morphisme d’espaces annelés. Pour tout compact U’ de U et tout com-
pact V’ de V contenant p(U’), ¢ induit un morphisme

Py Ov (V') — Op(U)

entre espaces normés (munis des normes uniformes sur V' et U’ respective-
ment). Nous dirons que ¢: U — V est un morphisme analytique de U dans V
lorsque tous les morphismes ‘/%/,V' précédents sont contractants (cf. défini-
tion .

Soient X et Y des fermés analytiques d’ouverts d’espaces affines analytiques
sur A. Un morphisme analytique ¢: X — Y est un morphisme d’espaces loca-
lement annelés qui se reléve localement en un morphisme analytique d’ouverts

d’espaces affines analytiques au sens précédent (cf. définition [2.1.10)).

MG A = k est un corps valué ultramétrique complet, cette définition ne permet pas de
retrouver tous les espaces k-analytiques définis par V. Berkovich dans [Ber90, Ber93],
mais seulement les espaces sans bords.
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La définition générale s’obtient par recollement, ce que nous formulerons
précisément en termes d’atlas (cf. définition . Nous obtenons ainsi la
catégorie des espaces A-analytiques. Nous la notons A— An.

Nous définissons également une seconde catégorie, la catégorie des espaces
analytiques au-dessus de A, notée An 4. Ses objets sont des couples formés d’un
morphisme borné d’anneaux de Banach A — B et d’un espace B-analytique
(¢f. définition . Ses morphismes sont définis de fagon analogue & ceux
de A—An (cf. définitions [2.2.2] [2.2.5| et [2.2.6)). Dans la suite du texte, cette

catégorie nous sera utile pour considérer des changements d’anneau de base.

Insistons sur le fait que, dans ce chapitre, il n’est besoin d’aucune hypothése
sur 'anneau de Banach A. Nous n’en imposerons que plus tard, lorsque nous

étudierons la catégorie A—An.

Chapitre [3]: Quelques résultats topologiques sur les anneaux de fonc-
tions analytiques

Ce chapitre est probablement le plus technique du manuscrit. I1 débute par
des considérations sur certains anneaux de Banach qui se présentent comme
des quotients et des résultats de comparaison de normes (norme résiduelle,
norme uniforme, etc.) sur ceux-ci. La conséquence principale en est une version
normée du théoréeme de division de Weierstraf$ rappelé plus haut. Le diviseur G
étant fixé, elle permet d’obtenir un controle de la norme du quotient @) et du
reste R en fonction de la norme du dividende F' (cf. théoréme

Ce théoréme est utilisé, a la fin du chapitre, pour démontrer un résultat de
fermeture des idéaux du faisceau structural. Au chapitre [§ nous le généralise-
rons en combinant la premiére version avec la théorie des espaces de Stein. Nous
présentons ici directement la forme forte, dont I’énoncé est plus accessible. Elle
est valable sous certaines hypothéses sur I’anneau de Banach A. Nous ne les
précisons pas ici, et nous contentons d’indiquer qu’elles sont satisfaites dans le
cas de Z ou CMP,
Corollaire — Soient x un point de AZ’an et I un idéal de O,. Soient U
un voisinage de x dans Ay™ et (gn)nen une suite d’éléments de O(U) qui
converge vers un élément g de O(U). Si, pour tout n € N, l'image de gy

dans Oy appartient o I, alors l’image de g dans O, appartient a I.
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Chapitre [4] : Catégorie des espaces analytiques : propriétés

Ce chapitre prolonge I’étude de la catégorie des espaces A-analytiques initiée
au chapitre 2| En imposant des conditions supplémentaires sur ’anneau A,
autrement dit en se restreignant & une certaine classe d’espaces analytiques
globaux, on peut démontrer plusieurs propriétés attendues.

Notre premier résultat est I'analogue d’un résultat classique, d’apparence
anodine, mais fondamental. Il affirme ’existence d’une bijection naturelle entre
les fonctions globales sur un espace et les morphismes de cet espace vers la
droite affine analytique.

Proposition — Soit X un espace A-analytique. L’application

Homy 4,(X,A™) — TI(X,0x)
@ — D)

)

ou T est la coordonnée sur Ai{an, est bijective.

En termes vagues, la surjectivité signifie qu'une fonction F sur X étant
donnée (correspondant a ¢#(T')), les séries convergentes en F font sens sur X (la
série S a; F* correspondant a f (3" a;T%)). L'injectivité signifie que ces séries
sont des fonctions sur X bien définies. L’espace X étant localement un fermé
analytique (défini par un faisceau d’idéaux cohérent) d’un ouvert d’un espace
affine analytique, on congoit que le théoréme de fermeture des idéaux énoncé
plus haut (cf. corollaire joue un roéle capital dans sa démonstration.

Ce résultat, et sa généralisation & un nombre fini de fonctions globales,
permet de montrer que plusieurs foncteurs naturels sont représentables et ainsi
de définir, de fagon adéquate, I’analytifié d’un schéma localement de type fini
sur A (cf. théoréme , I’extension des scalaires d’'un espace analytique
sur A a un anneau d’entiers de corps de nombres (c¢f. théoréme , ou
encore les produits fibrés d’espaces analytiques sur A (c¢f. théoréme .

Chapitre |5 : Etude des morphismes finis

Dans ce chapitre, on définit et étudie les morphismes finis d’espaces ana-
lytiques. Il s’agit d’une notion essentielle, puisque c’est par le biais des mor-
phismes finis que nous pourrons passer des propriétés des espaces affines ana-
lytiques & celles des espaces analytiques généraux.

Nous démontrons les analogues de plusieurs résultats classiques sur les mor-

phismes finis. En voici un emblématique.
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Théoréme |5.2.1. — Soient ¢: X — Y un morphisme fini d’espaces ana-
lytiques globaux et F un faisceau cohérent sur X. Alors, le faisceau piF est
cohérent.

Ce théoréme est I'un des ingrédients essentiels de la preuve du Nullstellen-
satz, que nous démontrons sous la forme suivante.
Corollaire — Soit X un espace analytique global. Soit J un faisceau
d’idéaux cohérent sur X. Notons V(J) le lieu des zéros de J et Z(V(T)) le

faisceau d’idéauz des fonctions s’annulant en tout point de V(J). Alors, on a
I(V(J) =VT.

Chapitre [6] : Structure locale des espaces analytiques

Dans ce chapitre, nous étudions la structure locale des espaces analytiques.

Une version du lemme de normalisation de Noether assure que tout espace
intégre se présente localement comme un revétement fini (ramifié) d’un espace
affine.
Théoréme [6.3.2. — Soit X un espace analytique global. Notons m: X —
M(A) le morphisme structural. Soit x un point de X en lequel Ox , est intégre.
Alors, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un entier n € N, un
ouvert V' de l’espace affine analytique Azan ou A;L{’?:(m)) et un morphisme fini
ouvert o: U — V.

D’autre part, la proposition [6.1.8] assure que tout espace analytique global
peut s’écrire, localement au voisinage d’un point, comme union de fermés ana-
lytiques intégres en ce point. La combinaison de ces deux résultats fournit donc
un résultat de structure locale précis pour n’importe quel espace.

Dans la suite du chapitre, nous utilisons cette description locale afin de
comparer les propriétés d’un schéma a celle de son analytifié. Le résultat le
plus important est le suivant.

Théoréme — Soit X un schéma localement de type fini sur A. No-
tons X son analytifié. Alors, le morphisme canonique py: X — X est
plat.

L’énoncé analogue en géométrie analytique complexe ou ultramétrique est

fondamental. Il intervient notamment dans la preuve des théorémes GAGA

(cf. [Ser56]).



12 INTRODUCTION

Chapitre [7] : Propriétés topologiques des espaces analytiques

Dans ce chapitre, nous étudions finalement la topologie des espaces analy-
tiques. Le résultat principal est le suivant.

Théoréme — Tout espace analytique global est localement connexe
par arcs.

Comme on peut s’y attendre, nous démontrons tout d’abord le résultat pour
les espaces affines analytiques. Nous en déduisons le cas général grace aux résul-
tats de structure locale du chapitre[6] Cette seconde étape n’est pas immédiate
car un revétement fini d’un espace connexe par arcs ne le reste pas nécessai-
rement (cf. remarque . Cette difficulté nous conduit & introduire une
nouvelle notion de topologie générale, appelée élasticité (cf. définition ,

raffinant la connexité par arcs.

Chapitre [8] : Espaces de Stein

Dans le dernier chapitre de cet ouvrage, nous initions la théorie des espaces
de Stein dans le cadre des espaces de Berkovich globaux. Notre résultat princi-
pal concerne les polydisques fermés sur un anneau de Banach A adéquat, par
exemple Z ou ChP,
Corollaires [8.2.15 et [8.2.16. — Soient r1,...,r, € Rxg et F un faisceau
cohérent sur le polydisque relatif D := D(r1,...,r,) sur A. Alors,

i) pour tout entier ¢ > 1, on a HY(D,F) =0;

ii) le faisceau F est engendré par ’ensemble de ses sections globales F(D).

Nous pouvons ensuite jeter les bases d’une théorie des espaces affinoides
surconvergents (cf. définition possédant des propriétés similaires a celle
de la théorie ultramétrique classique. On peut y définir des domaines ration-
nels, de Laurent, de Weierstrak (cf. définition et du résultat précédent
découle un analogue du théoréme d’acyclicité de Tate et du théoréme de Kiehl
(cf. théoreme . En particulier, tout point d’un espace de Berkovich global
posséde une base de voisinages formé d’affinoides surconvergents, en particulier
d’espaces dont la cohomologie cohérente supérieure s’annule.

Dans la section , nous adaptons ces résultats (sans la propriété de géné-
ration globale du faisceau) dans un cadre ouvert.

Nous terminons avec une application des résultats d’annulation cohomolo-

gique & la noethérianité d’anneaux de séries arithmétiques convergentes. Soit
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n € N. Pour rq,...,r, € ]0,1[, notons

Z[[Th e 7Tn]]>(n,.~-,rn)

le sous-anneau de Z[17, ..., T,] formé des séries qui convergent au voisinage du
polydisque complexe D(r1,...,7,). D. Harbater a montré¢ dans [Har84] que
ces anneaux sont noethériens lorsque n = 1. Nous tirons parti des résultats
cohomologiques obtenus dans ce chapitre pour généraliser ce résultat.
Corollaire — Pour tout n € N et tous r1,...,r, € ]0,1[, 'anneau
Z[Ty, ..., To)s(r,....r,) €St nocthérien.

Nous obtenons en réalité une version raffinée de ce résultat qui autorise
des coefficients dans Z[1/N], pour N € N>1, et fait intervenir des rayons de
convergence aux places p-adiques, pour p divisant N. En outre, I'anneau Z
peut étre remplacé par n’importe quel anneau d’entiers de corps de nombres.

0.3. Applications

Que le lecteur ne s’y trompe pas, nous proposons ici un texte de fondement
sur la théorie des espaces de Berkovich globaux, au contenu parfois aride et
technique. En démontrant les résultats annoncés, nous franchissons une étape
ingrate, mais nécessaire, pour établir la théorie sur des bases solides et la rendre
utilisable, en I’état, dans divers domaines des mathématiques.

Comme indiqué plus haut, nous proposons, & la fin de ce texte, une pre-
miére application de la théorie & des questions de noethérianité d’anneaux de
séries arithmétiques convergentes en plusieurs variables (cf. corollaire .
Il s’agit d’un résultat original, dont I’énoncé est purement algébrique, et que
nous démontrons ici par des méthodes élaborées, reposant de fagon essentielle
sur la théorie des espaces de Stein analytiques globaux développée au cha-
pitre [§

La théorie des espaces de Berkovich globaux se préte a bien d’autres appli-
cations dans des domaines variés. Nous en détaillons deux, que nous jugeons

particuliérement emblématiques.
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Dynamique analytique sur Z

La théorie des systémes dynamiques est bien établie dans le cas complexe
et, depuis une vingtaine d’années, on assiste a l’apparition d’un analogue p-
adique, sous la plume de nombreux auteurs. Nous renvoyons aux textes de
survol [CCL10| et [Duc07a| pour des précisions et des références.

La question d’une théorie globale unifiant ces théories locales se pose dé-
sormais et, dans U'article [Poi22al, le second auteur en développe les premiers
éléments. Les résultats présentés dans ce manuscrit y jouent un réle fondamen-
tal, en particulier ceux concernant les morphismes finis et plats (cf. chapitre|5)),
nécessaires pour définir une notion de degré, et la connexité par arcs locale des
espaces (cf. chapitre . Ils permettent de démontrer que ’on dispose, dans le
cadre des espaces de Berkovich globaux, d’'une bonne théorie des mesures de
Radon, ot 'on peut, par exemple, définir les images directe et réciproque par
un morphisme fini et plat.

Le résultat principal de [Poi22al énonce une propriété de continuité pour
certaines mesures de Radon associées & des systémes dynamiques. Son origina-
lité réside dans le fait que, dans le cadre des espaces de Berkovich globaux, les
mesures en question peuvent étre supportées par des espaces de nature variée,
complexe ou p-adique.

Rappelons que, pour tout corps valué complet k et toute fraction ration-
nelle non constante ¢ € k(T), on peut définir une mesure de Radon f,, sur
I'espace de Berkovich P/,lc’an (qui n’est autre que P(C) si k = C), dite mesure
d’équilibre, essentiellement caractérisée par la propriété 1*py, = deg(1)) -
Théoréme (|[Poi22al, théoréme A]). — Soit Y un espace A-analytique global.
Notons X :=Y x4y P}‘{an la droite projective relative au-dessus de Y. Soit @
un endomorphisme polarisé de X au-dessus de Y .

Pour tout point y de Y, l'endomorphisme ¢ induit un endomorphisme ¢,
de la fibre X, ~ P;{’?Z). Notons p,,, la mesure d’équilibre associce, identifiée a
son tmage sur X.

Alors la famille de mesures (pip,)ycy sur X est continue.

Ce résultat généralise un théoréme démontré par C. Favre dans [Fav18]|, qui
traite du cas particulier ot la base Y est un disque hybride (mais autorise une

dimension relative arbitraire).
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Dans [Poi22b], le second auteur explore des conséquences arithmétiques
du théoréme de continuité précédent, en étudiant des points de torsion de
courbes elliptiques, selon une stratégie empruntée a [DKY20|. Le systéme
dynamique permettant d’établir le lien est celui associé & un morphisme de
Lattés provenant de la multiplication par 2 sur une courbe elliptique, c’est-a-

dire un morphisme L faisant commuter le diagramme

g, p

[
pl L, pt!

ou E est une courbe elliptique et 7 le quotient par {£1}. Le résultat principal
de larticle [P0i22b] est le suivant. Il résout par laffirmative une conjecture
due & F. Bogomolov, H. Fu et Yu. Tschinkel. Pour toute courbe elliptique E, on
note E[oo] (resp. F[2]) ensemble de ses points de torsion (resp. de 2-torsion).
Théoréeme (|[Poi22bl théoréme Al). — Il existe M € R telle que, pour
toutes courbes elliptiques E, et Ey, sur Q et tous revétements doubles mq: Eq —
P}Q et mp: Ep — Pa tels que mo(Eq[2]) # mp(Ep[2]), on ait

ﬁ(”a(Ea[OOD N Wb(Eb[OO])) <M.

L’apport des espaces de Berkovich sur Z dans la preuve du théoréme est cru-
cial en ce qu'il permet, par des résultats de continuité tel que celui de [Poi22al,
de ramener 1’étude du probléme global & une étude, plus simple, au-dessus du
point central de M(Z).

Compactifications ultramétriques d’espaces complexes

Pour terminer cette introduction, présentons une autre application de la
théorie des espaces de Berkovich globaux, cette fois-ci, dans le cas de 'anneau
de base C"P. Elle concerne des questions de compactification de variétés ana-
lytiques complexes. Il s’agit d’un travail du second auteur en cours de rédaction
(cf. |Poil9] pour une note introductive).

Soit X une variété algébrique complexe, c’est-a-dire un schéma séparé de
type fini sur C, et soit X" son analytification au sens de la géométrie ana-
lytique complexe. Il existe souvent de nombreuses facons de compactifier X
et certaines propriétés intéressantes de X, telles que la lissité, peuvent dispa-

raitre au cours du processus. Les résultats que nous exposons ici permettent
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de remédier & ces défauts, pour peu que 'on s’autorise a quitter le monde des
variétés complexes pour celui des espaces hybrides.

L’ingrédient principal de la construction est ’espace de Berkovich X > intro-
duit par A. Thuillier dans [Thu07]. C’est une partie fermée de 'analytification
a la Berkovich X¢g de X sur CY, le corps C muni de la valeur absolue triviale.
A. Thuillier I’a utilisée de facon spectaculaire pour étudier le type d’homotopie
du complexe dual associé & une compactification & croisements normaux de X
(et notamment démontrer qu’il ne dépend pas de la compactification choisie).

En utilisant I'analytification X&i,,, de X sur ChP | Pespace X°°, puis une
procédure de normalisation, inspirée par le travail [Fan18| de L. Fantini sur
les liens ultramétriques de singularités complexes, on construit un espace loca-
lement annelé X' dans lequel s’envoie naturellement X®. L’espace X posséde
localement une structure (non canonique) d’espace de Berkovich sur C"P,
Théoréme. — Pour toute variété algébrique complexe X, lespace X' est com-

pact et application naturelle
XM — X'

est une immersion ouverte. Le complémentaire de son image s’identifie a un
quotient de X°.
Lapplication X — X' est fonctorielle vis-a-vis des morphismes propres.
Remarquons que, X' étant construit & partir d’une analytification de X, il
en hérite des propriétés : lissit, interprétation modulaire s’il en existe, etc.

Les fonctions et faisceaux sur X et sur X' sont trés proches, une propriété
qui peut étre rendue précise sous la forme d’un théoréeme GAGA. Pour 1’énon-
cer, indiquons qu’il suit de la construction qu’a tout faisceau cohérent F sur X,
on peut fonctoriellement associer un faisceau cohérent sur X', que nous note-
rons F .

Théoréme. — Soit X une variété algébrique complexe. Le foncteur

F € Coh(X) — F € Coh(X")

est une équivalence de catégories.

(?)Nous renvoyons au travail [Ber23| de D. Berger pour la définition de morphisme lisse
dans le cadre des espaces de Berkovich globaux.
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Pour tout faisceau cohérent F sur X et tout ¢ € N, on a un isomorphisme

naturel
HYX,F) = H(X,F).

La théorie des espaces de Berkovich globaux développée dans ce manuscrit
constitue un préliminaire indispensable & cette théorie de la compactification.
Deux ingrédients y jouent un role prépondérant : le foncteur d’analytification
(¢f. chapitre , qui intervient dans la construction méme des espaces X, et
les résultats d’annulation cohomologiques (cf. chapitre , sur lesquels repose
la preuve du théoréme GAGA.

0.4. Prérequis

Ce texte est rédigé de fagon & pouvoir servir d’introduction a la théorie des
espaces de Berkovich globaux. Celle-ci trouve sa source dans le livre fondateur
de Berkovich [Ber90] et les textes du second auteur [Poil0Oal, [Poil3al. Nous
nous appuyons de facon essentielle sur ces références, dont nous utilisons parfois
certains résultats sans les redémontrer, mais prenons soin de redéfinir toutes
les notions inhérentes a la théorie des espaces de Berkovich globaux, afin que le
manuscrit puisse étre lu sans revenir aux textes sus-cités. Le chapitre [I] propose
également un rappel des résultats principaux de [Poil0Oal, Poil3al.

Les espaces de Berkovich globaux mélant espaces de Berkovich classiques
(sur un corps valué ultramétrique) et espaces analytiques complexes, il est
utile que le lecteur soit familier avec les rudiments de ces deux théories. Aucune
connaissance poussée n’est nécessaire, le manuscrit traitant, pour ’essentiel,
des propriétés de base des espaces globaux.

Pour les aspects analytiques complexes, nous renvoyons aux ouvrages clas-
siques [GR09), (GR84], ainsi qu’a [GR04] pour la théorie des espaces de Stein.
Les méthodes utilisées dans ce texte empruntent largement & ces références,
et le lecteur consultera avec profit les preuves qui y figurent, dans un cadre
techniquement plus aisé.

Pour les aspects analytiques ultramétriques, nous renvoyons a ’ouvrage de
Berkovich [Ber90]. Précisons que n’intervient dans ce manuscrit qu’une ver-
sion simplifiée des espaces de Berkovich, définie de fagon analogue aux espaces
analytiques complexes, et non la version plus sophistiquée, héritée de la géo-

métrie analytique rigide de John Tate (cf. [Tat71]), basée sur la théorie des
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algébres affinoides. Une connaissance approfondie de la théorie générale des es-
paces de Berkovich sur un corps valué n’est donc pas indispensable & la lecture
de ce texte. En revanche, il est important de comprendre précisément la droite
de Berkovich sur un corps valué, et particulierement sa topologie, y compris
lorsque le corps de base n’est pas algébriquement clos. Les textes introductifs
[Tem15, PT21] peuvent ici apporter leur aide.

Attirons, une nouvelle fois, 'attention du lecteur sur le fait que, lorsqu’on
choisit pour un anneau de Banach de base un corps valué ultramétrique, les
espaces de Berkovich globaux considérés dans ce texte ne permettent pas de

retrouver tous les espaces de Berkovich classiques, mais seulement ceux sans

bord.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET RAPPELS

Dans ce chapitre, nous présentons les bases de la géométrie analytique sur
un anneau de Banach telle que développée par V. Berkovich dans le premier
chapitre de son ouvrage fondateur [Ber90|. Nous rappelons également quelques
résultats locaux démontrés par le second auteur dans [PoilOal et [Poil3al.

Dans la section [1.1| nous introduisons la définition de spectre analytique
d’un anneau de Banach. Nous en donnons plusieurs exemples fondamentaux,
qui nous guideront dans toute la suite de ce texte : cas des corps valués, de
I’anneau des entiers relatifs Z, des anneaux d’entiers de corps de nombres, des
corps hybrides, des anneaux de valuation discréte et des anneaux de Dedekind.
Nous introduisons ensuite, dans la section la définition d’espace affine
analytique sur un anneau de Banach. Il s’agit d’un espace localement annelé.
Les sections de son faisceau structural sont des fonctions que nous qualifierons
d’analytiques.

Le reste du chapitre est constitué, pour la majeure partie, de rappels sur
les travaux menés par le second auteur dans [Poil0al et [Poil3al]. Nous com-
mencons par des définitions et résultats techniques utiles. Dans la section
nous introduisons les parties spectralement convexes. Il s’agit de parties qui
peuvent étre naturellement identifiées a des spectres analytiques d’anneaux de
Banach est nous les utiliserons constamment dans la suite. La section [L4] est
consacrée aux disques, couronnes et domaines polynomiaux. Nous y rappelons
des résultats sur les fonctions globales sur les disques et les couronnes qui,

comme on s’y attend, peuvent s’exprimer & ’aide de séries convergentes. La
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section [1.5] contient une description précise de bases de voisinages des points
de la droite affine analytique sur un anneau de Banach.

La section finale est plus poussée. Nous y présentons quelques outils
techniques essentiels pour la suite de notre étude, tels les théorémes de di-
vision et de préparation de Weierstraf. Ils sont valables pour des anneaux
de Banach qualifiés de basiques, dont nous rappelons la définition. Indiquons
que tous les exemples mentionnés plus haut sont basiques. Afin d’obtenir des
résultats locaux précis, nous distinguons différents types de points : points ri-
gides, rigides épais ou localement transcendants. Nous concluons en rappelant
les résultats principaux de [Poil3al : noethérianité et régularité des anneaux

locaux, prolongement analytique, cohérence du faisceau structural.

1.1. Spectre analytique d’un anneau de Banach

Définition 1.1.1. — Une norme sur un anneau A est une application
[-lla: A— Rxo

vérifiant les propriétés suivantes :

i) Va,be A, [la+blla < [lalla+I[|b]l.a;
ii) Va € A, || —alla=llall.a;
iii) Va € A, [lal|4 =0 <= a=0.

Définition 1.1.2. — Une norme ||-]|4 sur un anneau A est dite sous-
multiplicative si, pour tout ensemble fini I et toute famille (a;);e; d’éléments
de A, on a
Tl < T llella
iel iel
Remarque 1.1.8. — Soit A un anneau. Si A = 0, 'unique norme définie

sur A est la norme nulle et elle est sous-multiplicative.

Supposons que A # 0. Soit [|-]|4 une norme sous-multiplicative sur 4. En
appliquant la formule de la définition avec I = (), on obtient ||1][4 < 1. En
Pappliquant avec I = {0,1} et ag = a1 = 1, on obtient ||1]|4 < ||1]|%, d’ou 'on
tire |[1||4 > 1, puis |[1]j4 = 1.

Définition 1.1.4. — Un anneau de Banach est un couple (A, | -[|4) ou A
est un anneau et || -|| 4 une norme sous-multiplicative sur A pour laquelle il est

complet.



1.1. SPECTRE ANALYTIQUE D’UN ANNEAU DE BANACH 21

Un morphisme borné entre anneaux de Banach (A, ||-||4) et (A, |- |la4) est
une application 7: A — A’ telle qu'il existe une constante C' € R>( vérifiant
la propriété suivante :

Va € A, [Ir(a)]a < Cllalla.

Un morphisme contractant est un morphisme borné pour lequel on peut choisir
la constante C' = 1.
Soit (A, ||.||4) un anneau de Banach.
Définition 1.1.5 (|Ber90, §1.2]). — Le spectre analytique de (A, ||.||4) est
I'ensemble M(A,||-||4) des semi-normes multiplicatives bornées sur A, c’est-
a-~dire 'ensemble des applications
|-]: A— R>o

vérifiant les propriétés suivantes :

i) 0]=0et [1] =1;

ii) Va,b€e A, |a+b| < |a]+ |b|;

iii) Ya,b € A, |ab| = |a| |b];

iv) Ya € A, |a| < |la]| 4.
On écrira souvent abusivement M(A) au lieu de M(A, |-]|.4)-

On munit M(A, | -]|4) de la topologie de la convergence simple, c’est-a-dire
la topologie la plus grossiére telle que, pour tout a € A, 'application
a: MA — R
.l = ]

soit continue.
Remarque 1.1.6. — On peut remplacer la condition iv) de la déﬁnitionm
par la condition apparemment plus faible

iv’) 3M € R>o, Va € A, |a|] < M ||a|| 4.

En effet, pour a € A et n € N*, on a alors |a|” = |a"| < M ||a"[|4 < ||a]|’,
d’ott |a| < MY™|a||, puis |a| < |la||4 en passant & la limite quand n tend vers
I’infini.
Lemme 1.1.7. — Soit 7: A — A’ un morphisme borné d’anneaur de Ba-
nach. Toute semi-norme multiplicative bornée sur A’ induit, par composition
avec T, une semi-norme multiplicative bornée sur A.
L’application
M(7): M(A) — M(A)
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ainsi définie est continue.

On obtient ainsi un foncteur contravariant M de la catégorie des anneaux
de Banach muni des morphismes bornés vers celle des espaces topologiques. [
Théoréeme 1.1.8 (|Ber90, theorem 1.2.1]). — Si A # 0, alors M(A) est
compact et non vide. O

On pense généralement aux éléments de M(.A) comme & des points d’'un
espace et on les note z, y, etc. On note alors ||, ||y, etc. les semi-normes
sur A associées.

Définition 1.1.9. — Soit z € M(A). L’ensemble

Ker(z) :=={a € A: |a|, =0}

est un idéal premier de A.
La semi-norme |- |, induit une valeur absolue sur 'anneau intégre A/Ker(x)
et son corps de fractions Frac(A/Ker(z)). On appelle corps résiduel complété

de x le complété

H(z) := Frac(A/Ker(x)).

On notera simplement |-| la valeur absolute induite sur H(z), cela ne prétant
pas a confusion.
Pour tout x € M(A), on a, par construction, un morphisme contractant

naturel
evy: A — H(z).
Pour a € A, on pose
a(z) :=ev(a) € H(x).
On a alors
la(z)] = |ale-
Lemme 1.1.10. — Soit 7: A — A’ un morphisme borné d’anneaur de Ba-
nach. Soit v’ € M(A) et posons x := M(7)(z'). Pour tout a € A, on a

|7 (a)(@")] = la()]-

Le morphisme A — H(z'), obtenu en composant par T le morphisme d’éva-

luation ev,: A" — H(x'), se factorise par un morphisme de corps isométrique

T H(z) — H(2').
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Définition 1.1.11. — On définit la semi-norme spectrale |- || 44p sur A as-
sociée a ||-||4 par

. 1/n
Va € A, lalag = nf (2" {")

On dit que ||-||4 ou (A,|-]|4), voire A par abus, est uniforme si ||-||4 =

Il asp-
Lemme 1.1.12 (|Ber90, theorem 1.3.1]). — Pour tout a € A, on a

a = max (|a(x)]).
lallasp = max, (la(@))
O
Remarque 1.1.13. — Notons A le séparé complété de A pour la semi-

norme spectrale | - || 4 sp. Le morphisme de complétion A — A est contractant.
L’application associée entre les spectres

M(A) — M(A)
est un homéomorphisme qui induit des isomorphismes isométriques entre les
corps résiduels complétés.

Nous allons maintenant dresser une liste d’exemples & laquelle nous nous ré-
férerons constamment par la suite. Ce sont eux qui motivent le développement
de la théorie. Introduisons, au préalable, quelques notations.

Notation 1.1.14. — On note |-|« la valeur absolue usuelle sur C. On note
identiquement sa restriction aux sous-anneaux de C : R, Q, Z, etc.

Pour tout nombre premier p, on note |-|, la valeur absolue p-adique sur Q,
normalisée par la condition |p|, = p~!. On note identiquement sa restriction
aux sous-anneaux de Q.

Pour tout anneau A, on note |- | la valeur absolue triviale sur A :

‘-’0: 7 — RZO
{O sin=0;
n = .
1 sinon.

Ajoutons un lemme technique utile.
Lemme 1.1.15. — Soient k un corps et |-| et || deuzx valeurs absolues sur k.

Supposons que |-|" n’est pas triviale et que
Va €k, la >1 = |a|] > |a

Alors il existe € €10,1] tel que |-|" = |- |5
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Démonstration. — Puisque |- |" n’est pas triviale, il existe a € k tel que |a|’ > 1.
Par hypothése, on a |a| > |a|’, donc il existe € € |0, 1] tel que |d’| = |al°.

Soit b € k*. Soient n € Z et m € N* tels que |b]’ > (|a|')™™. On a alors
6™ /a™|' > 1, donc [b™/a"| > 1, puis [b] > |a|™™ et finalement |b|* > (|a|’)™/™.
En utilisant la densité de Q dans R, on en déduit que |b|° > |b|". En appliquant
ce résultat a U'inverse de b, on obtient |b|® < |b|, d’ou |b| = |b]'. O
Ezxzemple 1.1.16. — Soit k un corps et |- | une valeur absolue (archimédienne
ou non) pour laquelle il est complet. Alors (k,|-|) est un anneau de Banach
uniforme et son spectre analytique M (k) est réduit & un point, correspondant

Ezxzemple 1.1.17. — L’anneau des entiers relatifs Z muni de la valeur absolue

a

usuelle |- | est un anneau de Banach uniforme. La description de son spectre
analytique découle du théoréme d’Ostrowski. Nous I'explicitons ci-dessous.

Le spectre M(Z) revét la forme d’une étoile : il posséde un point central ag,
qui correspond & la valeur absolue triviale |-|g, et une infinité de branches,
indexées par les nombres premiers et la place infinie.

Soit p un nombre premier. Définissons la semi-norme

‘ . |;_OO : 7 — RZO
0sin=0 modp;
n .
1 sinon.
Pour tout € € ]0,+oc], notons a;, le point de M(Z) associé a |-|5. Posons
ag := ap. L’application € € ]0, +-00] a,, réalise alors un homéomorphisme sur

la branche associée a p.
Pour tout € € ]0,1], notons a5, le point de M(Z) associé a |-|5,. Posons

0 := ap. L’application ¢ € [0, 1] + a5, réalise alors un homéomorphisme sur

a
la branche associée a la place infinie.

Indiquons également que tout voisinage de ag contient entiérement toutes
les branches & 'exception d’un nombre fini.

La figure [4| contient une représentation d’un plongement (non canonique)

de M(Z) dans R? respectant la topologie.

Les parties compactes et connexes de M(Z) peuvent également s’exprimer
comme des spectres. Plus précisément, soit V' une partie compacte et connexe
de M(Z). Notons Sy l'ensemble des éléments de Z qui ne s’annulent pas
sur V. Posons K(V) := S;' Z et notons B(V) le séparé complété de K(V)
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—+00
ap

“+o00

(025
FIGURE 4. Le spectre de Berkovich M(Z).

pour la semi-norme uniforme ||-||y sur V. (Nous retrouverons ces définitions
plus tard dans un cadre plus général, cf. déﬁnitionet notation . Le
spectre M(B(V)) s’identifie alors naturellement & V', d’aprés [Poil0Oal, propo-
sition 3.1.16] (ce qui signifie que le compact V' est spectralement convexe au
sens de la définition .

Pour proposer un exemple plus concret, considérons la partie N de M(Z)
qui est I’enveloppe convexe des valeurs absolues normalisées, autrement dit

1
N={zeM@):eP, p) > 5}

= [CLO, aoo] U U [CLO, ap]7
pEP
ou P désigne l'ensemble des nombres premiers. On a alors Sy = Z \ {0},
K(N)=Q, [|[[x = max{[-|oc, [ |p : p € P} et B(N) = Q.
L’ensemble N est représenté a la figure[5 Il nous semble mériter considéra-
tion et posséder des propriétés intéressantes. On peut, par exemple, remarquer
que la série exponentielle est définie et convergente dans un disque relatif de

rayon strictement positif au-dessus de N.
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FIGURE 5. Le compact N de M(Z).

Ezxemple 1.1.18. — Soit K un corps de nombres. Notons Y., ’ensemble
des places infinies de K, vues comme classes de conjugaison de plongements

complexes. Alors, 'anneau des entiers A de K muni de la norme
I+l = max (jo(-)loo)

est un anneau de Banach uniforme. Les descriptions et résultats de
I’exemple valent encore dans ce cadre, mutatis mutandis.

En ce qui concerne le spectre M(A), par exemple, il posséde un point cen-
tral ag, correspondant a la valeur absolue triviale, et une infinité de branches
qui en jaillissent : une pour chaque idéal maximal m de A (dont les points
seront notés at, avec € € [0,400]) et une pour chaque place infinie o de K
(dont les points seront notés aZ, avec € € [0, 1]). Pour plus de précisions, nous

renvoyons le lecteur a [Poil0Oal, §3.1].

Ezxemple 1.1.19. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue non tri-
viale || (pour laquelle il n’est pas nécessairement complet). Posons ||-|| :=
max(|-|,|-]o). Alors (k,||-]|) est un anneau de Banach uniforme. Nous I’appel-

lerons corps hybride associé a k et le noterons kP,
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L’application
e€0,1] —|-]F € ./\/l(khyb)

est un homéomorphisme.

Le seul point qui n’est pas immédiat est la surjectivité. Soit z un point
de M (E"P) associé¢ a une valeur absolue |-|, non triviale. Par définition du
spectre, pour tout a € k, on a |a|]; < |a|. Le lemme assure alors que x
appartient bien a I'image de ’application ci-dessus.

Cet exemple apparait notamment lorsque 'on souhaite étudier des dégé-
nérescences de familles de variétés sur k. Il a été introduit par V. Berkovich
dans [Ber09] pour k = C.

Ezxemple 1.1.20. — Soit R un anneau de valuation discréte complet et v la
valuation associée. Notons m l'idéal maximal de R. Soit r € |0, 1] et posons
|-] := (). Alors (R, |-|) est un anneau de Banach uniforme.

Définissons la semi-norme

|-|+OO: R — Rzo
Osia€em;
a +— ]
1 sinon.

L’application
e €[l,400] — |-|° € M(R)

est alors un homéomorphisme.

Le seul point qui n’est pas immédiat est la surjectivité. Soit x € M(R). Le
noyau Ker(z) de la semi-norme |-|, associée a = est un idéal premier de R. Il
est donc égal soit & (0), soit & m.

Supposons que Ker(z) = (0). Alors la semi-norme |- |, est une valeur absolue
et elle s'étend par multiplicativité en une valeur absolue sur Frac(R). Soit
a € Frac(R) tel que |f| > 1. Alors, on a f~! € R, donc |f~!, < |f~!|, dou
| flz > | f|- Le lemme [1.1.15| assure alors qu'il existe € ]0, 1] tel que |-| = |-|7.

Supposons que Ker(z) = m. Alors R/Ker(z) est un corps valué dont la
valeur absolue est bornée par 1. Cette derniére est donc triviale. On en déduit
que ||z = |-]7°°. Ceci conclut la preuve.

Ezxzemple 1.1.21. — Soit R un anneau de Dedekind. Munissons-le de la va-
leur absolue triviale |-|o. Alors (R,|-|o) est un anneau de Banach uniforme.

Nous le noterons R™Y.
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Soit p un idéal premier non nul de R. Notons v, la valuation associ¢e a
cet idéal. Pour tout r € ]0, 1], posons |- |y, := % (*). Définissons également la

semi-norme

|'|p,0: R — Rzo
Osia€p;
a ! P

1 sinon.

On a une application injective Ap: r € [0, 1]+ |- |y, € M(R"Y).

Soit s € ]0,1[. Posons V, s := {z € M(R"™) : Va € p,|a(z)| < s}. No-
tons Ry s le complété de Ry par rapport a la valeur absolue |- |, . Le morphisme
borné naturel R — R, induit un homéomorphisme py s: M(Rps) — V.
Seule la surjectivité requiert une preuve. Elle repose sur le fait que toute semi-
norme associée a un point de Vj, ; est bornée par |- |, s et s’étend donc a Ry ;.
En utilisant 'exemple on en déduit que Papplication A, induit un ho-
méomorphisme entre [0, s] et V}, .

Posons Uy, := {z € M(R"™) : Va € p,|a(z)| < 1}. Puisque I'idéal p est de
type fini, on a U, = Use}o,l[ Vp,s- Le résultat précédent montre que A, induit
un homéomorphisme entre [0, 1] et Uy.

Notons A: [ |,)[0,1[ — M(R"V) Tapplication induite par les \y. Cest
un homéomorphisme sur son image. Pour tout point x de M(R"), {a € R :
la(x)| < 1} est un idéal premier de R, non nul si  ne correspond pas a |- |o. Par
conséquent, l'image de \ est égale & M(R™V)\ {|-|o}. Puisque M(R") est
compact, il s’ensuit que M(R") est homéomorphe au compactifié d’Alexan-
drov de [ |,()[0,1[, le point [-|o correspondant au point & Iinfini.

Dans le cas ot R = Z, on peut identifier le spectre de Z™V & une partie
du spectre de Z, comme représenté sur la figure [6] Cette identification reste
valable dans le cas oit R est un anneau d’entiers de corps de nombres.

Nous allons maintenant formuler des définitions abstraites inspirées par les
caractéristiques topologiques des exemples précédents.

Notation 1.1.22. — Soit z € M(A). On note

I :={c €Rxo: |-|5 € M(A)},

c’est-a-dire 'ensemble des nombres réels € > 0 tels que I'application |- |5: A —
R>( soit une semi-norme multiplicative bornée sur A. L’ensemble I, est un
intervalle de R~g.

Pour € € I, on note z¢ le point de M (A) associé a |-|<.
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al>®

oo
FIGURE 6. Le spectre de Berkovich M (Z"1).

Définition 1.1.23. — Une partie V de M(A) est dite linéaire s’il existe une
partie V2 de V, un point  de V et un intervalle I C I, non réduit & un point
satisfaisant les propriétés suivantes :
i) V9 est contenue dans le bord de V et V9 < 2;
ii) Papplication
I — V\V?
€ > x€

est un homéomorphisme.

Le spectre M(A) est dit linéaire s'il est une partie linéaire de lui-méme.
Exemple 1.1.24. — Les spectres des corps hybrides (cf. exemple et
des anneaux de valuation discréte (cf. exemple sont linéaires.
Définition 1.1.25. — Une partie V' de M(A) est dite d’Ostrowski sil existe
un point ag de V', un ensemble dénombrable non vide (éventuellement fini) ¥ et
une famille (V,),ecx de parties disjointes de V' \ {ag} satisfaisant les propriétés
suivantes :

i) V=U,ex Vo U{ao}:

ii) pour tout o € X, V, et V, U {ap} sont des parties linéaires de M(A);
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iii) I'ensemble des parties de la forme
Uwu U V.
oey! oceX\X/
ou Y est un sous-ensemble fini de ¥ et, pour tout o € ¥/, V/ est un
voisinage de ag dans V,; U {ap}, est une base de voisinages de ag dans V.

Le spectre M(A) est dit d’Ostrowski sl est une partie d’Ostrowski de lui-
méme.
Exemple 1.1.26. — Le spectre de Z et les spectres des anneaux d’entiers de
corps de nombres (cf. exemple sont d’Ostrowski, ainsi que les spectres
des anneaux de Dedekind trivialement valués (cf. exemple [1.1.21)).

1.2. Espace affine analytique sur un anneau de Banach

On peut adapter la définition de spectre analytique pour définir des espaces
affines analytiques. Soit (A, .|| 4) un anneau de Banach et soit n € N.
Définition 1.2.1 (|Ber90, definition 1.5.1]). — L’espace affine analytique de
dimension n sur (A, ||.||4) est 'ensemble A”;*" des semi-normes multiplicatives
sur A[Ty,...,T,] bornées sur A, c’est-a-dire I’ensemble des applications

|-]: ATy, ..., T,] — R>o
vérifiant les propriétés suivantes :
i) |0]=0et |1| =1,
i) VP,Q € AlTy,...,T,], |P+ Q| < |P|+1Q|;
iii) VP,Q € A[Ty,...,T,], |PQ|=|P||Q|;
iv) Ya € A, |a| < |la| 4.

On munit Z’an de la topologie de la convergence simple.
Remarque 1.2.2. — I’espace A?‘{an n’est autre que M(A).

Comme dans le cas de M(A), pour tout point z de A’}*", on note |-|, la
semi-norme sur A[T},...,T,] associée. On définit également un corps résiduel

complété H(x) et un morphisme d’évaluation
evg: AlTh, ..., T, — H(z).
Pour f € A[Ty,...,T,], on pose
f(@) = eva(f) € H(x).
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Remarque 1.2.3. — Soit 7: A — A’ un morphisme borné¢ d’anneaux de
Banach. Les constructions des lemmes et se généralisent immédia-
tement au cadre des espaces affines analytiques.

On définit ainsi une application continue

n,an, A n,an n,an
Aran ATy AT
et, pour tout ' € A’y™, un morphisme de corps isométrique
T ot H(x) — H(2'),

ou z := AP ().
Lorsque 7 est le morphisme de complétion A — A (cf. remarque ,
I’application associée
Azan — AZ,B.H
est un homéomorphisme qui induit des isomorphismes isométriques entre les
corps résiduels complétés.
Définition 1.2.4. — Soit z € A”}*". On dit que le point z est ultramétrique

si ||, est ultramétrique :

Va,b € A, |a+bl, < max(|als, [bls).

Dans le cas contraire, on dit que le point x est archimédien.
Soit V' une partie de A:ﬁt’an. On appelle partie ultramétriqgue de V 1'ensemble

Vam := {x € V : x est ultramétrique}.
On appelle partie archimédienne de V 1’ensemble
Varc := {x € V : x est archimédienne}.

Remarque 1.2.5. — On a V = Vi, U Ve
Un résultat classique assure qu'un point z € Ay™ est ultramétrique si, et
seulement si,
Vn € Z, |n|, <1.

Il s’ensuit que Vi, et Vaye sont respectivement fermée et ouverte dans V.

Les possibilités pour les corps résiduels complétés en les points archimédiens
sont trés limitées. Il s’agit 1a encore d’un résultat classique (cf. [Bou06b, VI,
§6, n°6, théoréme 2| par exemple). Rappelons que 'on note |-|o la valeur

absolue usuelle sur R ou C.
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Théoréeme 1.2.6. — Soit (k,|-|) un corps valué archimédien complet. Alors,
il existe un corps K égal a R ou C, un isomorphisme j: k = K et un nombre
réel € € 10, 1] tel que

Va €k, |a| = |j(a)|5%.
Notation 1.2.7. — Pour tout z € (A’y™)are, on note e(z) I'unique élément
de ]0,1] tel que la valeur absolue canonique sur H(z) s’identifie a \|i§f) via
I'isomorphisme entre H(z) et R ou C fourni par le théoréme
Lemme 1.2.8. — Lapplication e: (A}™)are —10,1] est continue.
Démonstration. — Pour tout x € (A}™)are, on a e(z) = log(|2(x)])/log(2).
Or, l'application |2| est continue, par définition de la topologie. Le résultat

s’ensuit. ]

Munissons maintenant AZ’an d’un faisceau structural.
Notation 1.2.9. — Pour toute partie compacte V de Azan7 on note |||y
la semi-norme uniforme sur V, c’est-a-dire la semi-norme définie par

VP e ATy,...,T,], |P|lv = max(|P(z)]).
zeV
Définition 1.2.10. — Pour toute partie compacte V de Azt’an, posons
Sy :={P e AlTr,..., T, :Vx € V,|P(z)| # 0}.
Les éléments de ’anneau
K(V) =S, AT, ..., Tl

sont appelées fractions rationnelles sans poles sur V.

La semi-norme ||- ||y sur A[T1,...,T,] s’étend en une semi-norme sur (V).
Pour tout = € V, l'application d’évaluation ev,: A[T},...,T,] — H(z) s’étend
a KC(V). Pour f € K(V), on pose f(x) :=evy(f) € H(x).

Définition 1.2.11 (|Ber90, definition 1.5.1]). — Le faisceau structural
sur A'Y™ est le faisceau d’anneaux qui a tout ouvert U de A}™ associe
I’ensemble des applications
fU— | | H
zeU

vérifiant les propriétés suivantes :

i) pour tout z € U, on a f(x) € H(x);
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ii) f est localement limite uniforme de fractions rationnelles sans poéles, au
sens ol, pour tout x € U, il existe un voisinage compact V de = dans U
et une suite (R;);>o d’éléments de K(V') qui converge vers fy- pour ||- ||y

Le caractére local de la définition assure que ’on obtient bien ainsi un faisceau.
Nous le noterons O A7 ou simplement 0.

Lemme 1.2.12. — Soit 7: A — A’ un morphisme borné d’anneaur de Ba-
nach.

Soit U un ouvert de M(A) et soit f: U — | |,cp H(x) une application.
Posons U’ := (AT*™)~L(U) et notons

(AT (AR HO) — | ] H)
z'elU
Uapplication obtenue en composant f par A7 et les T, . (cf. remarque .
Si f appartient a O(U), alors (A7™)* f appartient ¢ O(U').

On obtient ainsi un foncteur contravariant Aq™" de la catégorie des anneaux
de Banach muni des morphismes bornés vers celle des espaces localement an-
nelés. Ol
Remarque 1.2.13. — Considérons le cas particulier du lemme ol
le morphisme 7 est le morphisme de complétion A — A, D’aprés la re-
marque [1.2.3] 'application induite entre les espaces affines analytiques préserve
les espaces topologiques et les corps résiduels complétés. On en déduit que le

morphisme d’espaces localement annelés induit
n,an n,an
A Y Sl A "
est un isomorphisme.
Rappelons que les espaces affines analytiques sur les corps valués archi-
médiens complets sont trés proches des espaces analytiques complexes usuels
(cf. |Ber90) §1.5.4]).

Lemme 1.2.14. — Munissons C et R d’une puissance de la valeur absolue

usuelle. On a alors des isomorphismes d’espaces localement annelés naturels
AG™ ~ C" et AR™ ~ C"/Gal(C/R).
Ol

Remarque 1.2.15. — Soit U un ouvert de AZ’an contenu dans la partie

archimédienne. On a alors un morphisme injectif canonique

mw:R— O).
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En effet, le morphisme Z — A induit un morphisme Z — O(U) et on vérifie
que ce dernier s’étend a Q puis a R.
Lemme 1.2.16. — Pour tout owvert U de Ay et tout élément f de O(U),
Uapplication

Ifl: U — Rxo

est continue.

Démonstration. — Si f est un polynoéme, le résultat découle de la définition
de la topologie. On en déduit le résultat pour les fractions rationnelles sans
poles, puis pour des fonctions arbitraires, la continuité étant préservée par

limite uniforme. O

Le résultat suivant découle directement des définitions.
Lemme 1.2.17. — Pour tout point x de AZ’an, le germe Oy est un anneau lo-
cal. Son idéal mazimal m, est constitué des fonctions qui s’annulent au point x.
Le corps k(z) := Oy /my, est un sous-corps dense de H(x). O
Définition 1.2.18. — On appelle projection sur la base le morphisme d’es-

paces localement annelés
T A — M(A)

induit par le morphisme A — A[TY,...,T,].
Plus généralement, pour tout m € [0, n], on appelle projection sur les m pre-

miéres coordonnées le morphisme d’espaces localement annelés
n,an m,an
Tnm: AL — Ay

induit par le morphisme A[T1,...,T,] = A[Th,...,Ty).
On verra plus loin que les projections sont des morphismes analytiques

(cf. exemple [2.1.5)).

Le résultat suivant s’obtient sans peine & partir des définitions.
m,an

Lemme 1.2.19. — Pour tout m € [0,n] et tout y € A}, on a un homéo-
morphisme naturel

Ay ™ = T ().

O
Terminons par un résultat topologique qui nous sera utile dans la suite. Un

cas particulier (dans le cas o A est un anneau d’entiers de corps de nombres)
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figure dans [Poil0al proposition 3.4.1] et la démonstration s’étend sans peine
au cas général.

Notation 1.2.20. — Soit b € M(A). Pour tout = € 7, 1(b) et tout € € I,
I'application |-|5 est une semi-norme multiplicative sur A[T7,...,T,] bornée
sur A. On note z° le point de AZ’an associé.

Lemme 1.2.21. — Soit b € M(A). L’application

n

7 l(b) x I, — A:Zl’an
(z,€) — [

réalise un homéomorphisme sur son image. O

1.3. Parties rationnelles et spectralement convexes

Soit A un anneau de Banach et soit n € N.

Définition 1.3.1. — On dit qu'une partie compacte V de A;*" est ration-
nelle s'il existe P, ..., P,,Q € A[T1,...,T,] ne s’annulant pas simultanément
sur A" et r1,...,rp € Ry tels que
V=) {z €A} |P(2)] < i |Qx)]}-
1<i<p

On dit qu'une partie compacte V de Ay*" est pro-rationnelle si elle est
intersection de parties compactes rationnelles.
Ezxemple 1.3.2. — Tout point de A}™ est une partie pro-rationnelle. En
effet, pour tout x € A’y*, on a

{ey= [ AyeA™:|PW)|=|P@)]}
PeA[Ty,...,Ty)]
Un calcul classique (c¢f. [BGR&84l proposition 7.2.3/7]) montre qu’une inter-
section finie de parties compactes rationnelles est encore compacte rationnelle.
Il suit alors de la définition de la topologie de AZ’&H que tout point posséde

une base de voisinages formée de parties compactes rationnelles.

Notation 1.3.3. — Pour toute partie compacte non vide V de AZ’an, on
note B(V) le séparé complété de K(V') pour la semi-norme uniforme ||-||y
sur V.

C’est un anneau de Banach uniforme.
Ezxemple 1.3.4. — Pour tout point z de A™, on a B({z}) = H(x).
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Lemme 1.3.5. — Soit V une partie compacte de A'y™. Soit B une A-algebre
de Banach uniforme et soit f: A[Th,...,T,] — B un morphisme de A-algébres
tel que l’image du morphisme induit p: M(B) — AZ’an soit contenue dans V.
Alors, il existe un unique morphisme de A-algébres borné B(V) — B qui fait
commuter le diagramme

.A[Tl,.. .,Tn] —— B.

B(V)

Démonstration. — Soit P € Sy. Pour tout y € M(B), on a |f(P)(y)| =
|P(¢(y))] # 0 car ¢(y) € V. On en déduit que f(P) est inversible dans B,
d’aprés [Ber90, theorem 1.2.1]. Par conséquent, f s’étend en un morphisme

e K(V) =S, A, .. Ty — B,

et ce de fagon nécessairement unique.
Soient P € A[Ty,...,T,] et Q € Sy. Pour tout y € M(B), on a

7 (@)= @i = e =g+

Puisque B est uniforme et que 'image de ¢ est contenue dans V', on en déduit

que ||[f'(P/Q)|l < ||P/Q|lv. Par conséquent, le morphisme f’ se prolonge en

un morphisme borné B(V') — B, et ce de fagon unique. O

Remarquons que, pour toute partie compacte V' de AZ’an, le morphisme
naturel A[T1,...,T,] — B(V) induit un morphisme d’espaces annelés
ev: M(B(V)) — A"

Notation 1.3.6. — Soient T un espace topologique et V une partie de T
On note V Dintérieur de V' dans 7.
Théoreme 1.3.7 (|Poil0al théoréme 1.2.11]). — Soit V' une partie compacte

pro-rationnelle de AZ’an. Alors le morphisme v induit
i) un homéomorphisme M(B(V)) =V ;
i) un isomorphisme d’espaces annelés cp(/l(V) v,
O

n,an
est spectra-

Définition 1.3.8. — On dit qu’une partie compacte V de A’y

lement conveze si elle satisfait les conclusions du théoréme [[L3.7)
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Proposition 1.3.9 (|[Poil0al, remarque 1.2.13|). — Une partie compacte V
de Azan est spectralement conveze si, et seulement si, l'image de @y est conte-
nue dans V. [l
Corollaire 1.3.10. — L’ensemble des parties compactes spectralement
convexes de AZ’an est stable par intersection. O

A laide du lemme nous en déduisons une autre caractérisation des
parties spectralement convexes.
Proposition 1.3.11. — Soit V' une partie compacte de AZ’M. Les proposi-

tions suivantes sont équivalentes :

i) V est spectralement conveze ;

ii) pour toute A-algébre de Banach uniforme B et tout morphisme de A-
algebres f: A[Ty,...,T,] — B, l'image du morphisme induit M(B) —
AZ’an est contenue dans V' si, et seulement si, il existe un unique mor-

phisme de A-algebres borné B(V) — B qui fait commuter le diagramme

A, ..., T.] —1 B.

|

B(V)

O
Remarque 1.3.12. — Nous ne disposons pas de notion de domaine affinoide
dans notre cadre, mais celle de partie spectralement convexe pourra parfois
jouer ce role. La propriété universelle ii) qui figure dans la proposition est
proche de celle qui définit les domaines affinoides (cf. [Ber90, definition 2.2.1]),
avec cependant la différence notable que 'on considére uniquement des mor-
phismes a valeurs dans des algébres de Banach uniformes. Notons que, lorsque
Panneau de Banach A est un corps valué, de nombreuses parties spectrale-
ment convexes (fermés de Zariski, points, etc.) ne sont pas nécessairement des
domaines affinoides.
Remarque 1.3.13. — Soit m € [0,n] et considérons le morphisme de pro-
jection sur les m premiéres coordonnées T, ., : AZ’an — AZ’an (cf. défini-
tion . Soit V' un ensemble compact spectralement convexe de Aﬁ’an.
D’aprés [PoilOal proposition 1.2.15], on a un homéomorphisme naturel

Ay = (V)



38 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET RAPPELS

et méme un isomorphisme d’espaces annelés au-dessus de V.

Ce résultat se révele trés utile dans les démonstrations par récurrence sur
la dimension. Par exemple, si 'on souhaite étudier une propriété locale en
un point z de A;f’an, il permet de se ramener au cas d’un point z’ de Ag’an,
ot B est un anneau de Banach de la forme B(V') pour un voisinage compact
spectralement convexe de 7, ,—1(x) dans Azfl’an.

1.4. Disques, couronnes et domaines polynomiaux

Soit A un anneau de Banach. Posons B := M(A) et X = A, A, avec
coordonnée T'. Notons 7: X — B la projection sur la base.
Notation 1.4.1. — Soit V une partie de B. Soient P € A[T] et s,t € R. On

pose

Dy (P,t):
Dy (P,t):
Cv(P S t)
Cv(P t)
Une partie de la forme Dy (P, t) ou Cy (P, s,t) sera appelée domaine polynomial

ouvert relatif au-dessus de V. Une partie de la forme Dy (P,t) ou Cy (P, s,t)
sera appelée domaine polynomial fermé relatif au-dessus de V.

{reX n(x) e V,|P(x)| <t};
{r e X :m(x) e V,|P(x)] <t} ;
{reX m(x)eV,s <|Px)| <t};
{reX :m(x) e V,s <|P(x)| <t}

x

Lorsque P = T', on s’autorise a supprimer le P de la notation et & écrire
simplement Dy (t), Dy (t), Cy(s,t) ou Cy(s,t). On parlera de disque relatif
dans les deux premiers cas et de couronne relative dans les deux derniers.

Dans tout le texte, nous nous autoriserons a parler de sections d’un faisceau

sur une partie qui n’est pas nécessairement ouverte.
Notation 1.4.2. — Soient T un espace topologique et F un faisceau d’en-
sembles sur T'. Considérons 'espace étale associé (.7: ,p), ol F est un espace
topologique et p: F—Tun homéomorphisme local. Pour toute partie V de T,
on note F(V) l'ensemble des sections continues de I’application p au-dessus
de V.

Lorsque V' est ouvert, on retrouve I'ensemble F (V') usuel, ¢f. [God73, II,
section 1.2|. En général, (V') s’interpréte comme un ensemble de sections sur-

convergentes. Précisément, d’aprés [God 73, 11, corollaire 1 du théoréme 3.3.1],
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si V posséde une base de voisinages paracompacts, alors I'application

c((])ljl{/n]:(U) — F(V),

ou U parcourt ’ensemble des voisinages ouverts de V' dans T, est bijective.
L’hypothése sur V est, par exemple, satisfaite lorsque 1" est localement compact
(par exemple un espace analytique) et V' compacte. Hormis le cas ouvert, c’est
le cas que nous rencontrerons le plus souvent.

Ezxzemple 1.4.3. — Supposons que (A, | -|]) est un corps valué complet
(k,|-]). Pour tout t € Rxo, O(Daq)(t)) est Panneau des séries a coefficients

dans k de rayon de convergence strictement supérieur & .

1.4.1. Algébres de disques et de couronnes. —
Notation 1.4.4. — Soit (C,|-||) un anneau muni d’une norme sous-
multiplicative.

Soit t € R~g. On note C(|T| < t) 'algébre constituée des séries de la forme

> a, T" € C[T]

neN

telles que la série ) [lan|/t" converge et on la munit de la norme définie
par

Z an, T"

neN
Si C est complet, C{|T'| < t) est compléte.

Soient s,t € R~ tels que s < ¢. On note C(s < |T'| < t) I'algébre constituée
des séries de la forme

=3 flaal £

t neN

> an Tt eC[T, T
nez
telles que la famille (||a, || max(s™,t")),ez soit sommable et on la munit de la

norme définie par

ZanT”

nez

= [lan|| max(s”, t*).

st nez

Si C est complet, C(s < |T'| < t) est compléte.
Par commodité, on pose C(0 < |T| < t) :=C{(|T| <t) et ||-|lot =]



40 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET RAPPELS

Proposition 1.4.5 (JPoil0Oal proposition 2.1.1]). — Supposons que A est
uniforme. Pour s,t € R>q tels que 0 = s <t ou 0 < s <t, on a un isomor-
phisme canonique

M(A(s < |T| < t)) = C(s,t).

En particulier, la norme spectrale de ||-||s+ s’tdentifie avec la norme uniforme

sur C(s,t). O
Pour éviter d’avoir & distinguer dans chaque énoncé les disques et les cou-

ronnes, introduisons une notation.

Notation 1.4.6. — Pour s,t € R>(, on note

s<tsis=0ous<t.

Rappelons que nous avons défini un anneau B(V') a la notation m
Proposition 1.4.7 (|Poil0al lemme 2.1.2 et proposition 2.1.3])
Supposons que A est uniforme. Soient s,u € Rx>o et t,v € Rsg tels que
s<u<v<t Soit f=3 za,T" € A(s <|T'| <t). Alors, on a

Vi € Z, [la ) max(u”, o) < || fllg

et

s t
0w < (=2 + =) Wfllogen

avec la convention que s/(u—s) =0 lorsque s = 0.

En particulier, on a un morphisme injectif naturel

B(C(s,t)) — A{u <|T| < ).
Rappelons un résultat permettant de décrire les fonctions au voisinage des
disques.
Proposition 1.4.8 (|Poil3al corollaire 2.8]). — Soit V' une partie compacte
de B. Soit t € R>q. Alors, le morphisme de A-algébres naturel

ptim O(W)(|T| < v) — O(Dy (1)),

ou W parcourt l’ensemble des voisinages compacts de V' dans B, est un iso-
morphisme. O
On peut obtenir un analogue de ce résultat pour les couronnes contenues

dans la partie ultramétrique.
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Proposition 1.4.9. — Soit b € Bym. Soient s,t € Rq tels que s < t. Alors,
le morphisme de A-algébres naturel

poolim  B(V)(u < [T| <v) — O(C(s,1)),
ou V' parcourt l’ensemble des voisinages compacts de b dans B, est un isomor-
phisme.
Démonstration. — L’injectivité étant claire, il suffit de démontrer la surjecti-
vité. Soit f € O(Cy(s,t)). On peut supposer qu'’il existe un voisinage ouvert U
de b dans B et des nombres réels s1,t1 € R~ vérifiant s1 < s <t < t; tels
que f € O(Cy(s1,t1)).

Notons z l'unique point du bord de Shilov de la couronne Cy(t,t). Par
définition du faisceau structural, il existe un voisinage compact W de z
dans Cy(s1,t1) et un élément g de B(W) coincidant avec f sur W. L’intérieur
de W contient une couronne de la forme Cy (u,u), ot V est un voisinage
compact spectralement convexe de b dans U et u un nombre réel vérifiant
t < u < t1. D’aprés [Poil3al, proposition 2.4], il existe un élément h de
B(V){|T| = u) qui coincide avec g sur Cy (u,u). On peut écrire

h=> a,T" € BWV)[T,T'],
nez
ou la famille (||an||v u™)nez est sommable.

Soit b’ € V et raisonnons dans l'espace 77 1(b') ~ A;{’?;). Puisque la restric-
tion de f appartient & O(Cy (s1,t1)), elle est développable en série de Laurent
sur H(b') et son développement n’est autre que

h(V) =D an(V)T" € 20T, T7].
neZ
Soient so,t9 € R tels que s1 < 59 < s <t < to < t1. La proposition [1.4.7]
assure alors que, pour tout n € Z, on a

51 31
on ) max(s,8) < (=2 + =) Il oy

et donc

S1 tl

prpae t2) 1f ey (5100

On en déduit que f appartient a I'image de B(V)(s3 < |T'| < t3) pour tous
s3,t3 € Ryg tels que s9 < 853 < s <t <t3<ts. ]

Janll mas(s 1) <
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Remarque 1.4.10. — Un résultat du méme type vaut certainement encore
dans le cas archimédien. Par exemple, pour démontrer que tout élément de
O(Cy(s,t)) posséde un développement & valeurs dans O, une stratégie natu-
relle consisterait & exprimer chaque coefficient du développement & l'aide de
la fonction f, autrement dit a écrire une formule des résidus en chaque fibre,
et & montrer que le résultat est une fonction analytique du paramétre sur la
base. Nous n’avons pas souhaité pousser plus loin ces considérations, difficile
a mettre en oeuvre dans le cas d’'une base M(A) générale, mais reviendrons
sur ce résultat de développement plus tard, lorsque nous aurons la théorie des
espaces de Stein & notre disposition, c¢f. proposition 8.4.1

En appliquant la proposition [1.4.9] précédente fibre & fibre et en recollant,
on obtient le résultat suivant.

Corollaire 1.4.11. — Soit V une partie compacte de By . Soient s,t € Rsg

tels que s < t. Alors le morphisme de A-algébres naturel
Wmc/zlirsngt@(’)(W)(u <|T| <v) — O(Cy(s,t)),

ot W parcourt ’ensemble des voisinages compacts de V dans B, est un iso-

morphisme.

Dans le cadre ultramétrique, on peut également obtenir des résultats sur les
complétés des anneaux de sections globales sur les couronnes. Introduisons au
préalable quelques définitions spécifiques.

Notation 1.4.12. — Supposons que la norme sur A est ultramétrique. Soit
t € R>o. On note A{|T'| <t} 'algébre constituée des séries de la forme

Z a, T" € A[T]
neN
telles que limy, 40 ||an| t™ = 0. Elle est compléte pour la norme définie par

Z an T"

= max ||a, || t".
neN
neN

t

Soient s,t € Rxg tels que s < ¢t. On note A{s < |T'| < ¢} I'algebre constituée

des séries de la forme

Z an T" € AT, T7']

neZz
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telles que limy, 1 oo [|an || t" = limy, o [|an|| s = 0. Elle est compléte pour la

norme définie par

Zan ™

neZ

= max lan || max(s™, ™).
sit
Par commodité, on pose A{0 < |T| <t} := A{|T| <t} et | |os:= 1"
Notation 1.4.13. — Pour toute partie compacte W de B ou de X, on note
O(W) le séparé complété de O(W) pour la semi-norme uniforme || - ||y sur W.
Lemme 1.4.14. — Soit V une partie compacte de Byy,. Soient s,t € Rx>g
tels que 0 = s <t ou 0 < s <t. Le morphisme de A-algebres naturel

O(V)[T] — O(Cv (s,1))

induit un isomorphisme isométrique

OWV){s < |T| <t} = O(Cy(s,1)).

Démonstration. — On se contentera de traiter le cas ot s > 0. Soit f €
O(Cy(s,t)). D’apreés le corollaire f peut s’écrire sous la forme d’une
série ) -z an T satisfaisant les conditions de convergence adéquates.

La norme uniforme de f sur Cy(s,t) est la borne supérieure des normes
uniformes de f sur les fibres au-dessus des points de V. Puisque ces points

sont ultramétriques, on en déduit que
1flEy s = igg(rgg%(lan(b)l max(s", t"))).

Puisque V est compacte, Cy/(s,t) l'est aussi, donc la borne supérieure précé-
dente est un maximum :
— n n
17y o0y = mae(mass (o (0)] max(s”, 7))
— n tn .
max(||an||y max(s",1"))

Cette derniére norme n’est autre que la norme sur O(V){s < |T| < t}, par
définition. L’expression du complété de O(Cy (s,t)) s’en déduit. O

1.4.2. Normes sur les domaines polynomiaux. — Dans cette section,
nous démontrons un résultat technique sur la norme des fonctions sur les do-

maines polynomiaux.
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Lemme 1.4.15. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet. Soient
acketreRsg. Pourtout Q = Z?:o b;T7 € k[T], on a

lo 1 >d
b)) < ( -1 Qlls .
orgfé{d(‘ ;|) < max et 1@l 5a.r

Démonstration. — Traitons tout d’abord le cas d’'un polynéme de la forme
T—bavecbhbe k. On a

max(|b],1) < max(|a|, |b— al,1)

o

1
< max (—, -, 1) -max(|b — «f,r)
rr

of 1
< max (7, o 1) -|T - bHﬁ(aﬂ“)'

Posons C := max('%‘, 11).

Soit Q = Z?:o b;T7 € k[T]. Pour démontrer I'inégalité souhaitée, on peut
remplacer k£ par une extension valuée compléte et donc supposer que k est
algébriquement clos. On peut également supposer que by # 0 (car C' > 1). 11
existe alors f1,..., 84 € k tels que

d

Q=ba[[(T - 8).

i=1
I1 découle alors des relations coefficients/racines et de l'inégalité triangulaire
ultramétrique que l'on a

d
ma (1y]) < [bal mave ([ 131) < [bal [[max(5il. 1)
’ i€l =1

0<j<d

En utilisant I'inégalité démontrée au début de la preuve, on obtient

d
: d A d _
gz () < 1041 C* TTIT = By < ©* Qe

O]

Proposition 1.4.16. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet.
Soient p € N* et P = >0 a;T" € k[T] un polynome de degré p différent
de T?. Soit s € R~q. Posons

a; 1
0= max <}—1}P*’> >0
0<i<p-1 \'a,
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et p := min(o, s 01 7P). Pour tout Q = E?:o b;T7 € k[T], nous avons

o 1\¢
e (1) < max (%, ) 1@l

Démonstration. — On peut supposer que k est algébriquement clos. On peut
également supposer que P est unitaire. Il existe alors aq,...,ap € k tels que
P
P=][T- ).
i=1
Quitte & réordonner les «;, on peut supposer que |a,| = maxi<i<p(|oyl).
D’aprés [BGR&84) proposition 3.1.2/1] (ou la théorie des polygones de New-
ton), on a
— 1/ (p=i)y —
= a =0 >0.
gl = o (Jai /0 =

Pour tout r € (0, |oy|] et tout € D(ap, ), on a

p p—1
|P(@)] = [T = ai)(@)| <7 [] max(jai — apl,r) < rlopl”~".
i=1 i=1

En particulier, pour p = min(|ay|, s|a,|'P), on a D(ay, p) C D(P;s) et donc

1QIB(ay,p) < QB
D’apreés le lemme [I.4.15] on a

|ap| 1 I
mas (1) < max (p, 1) 1@, 0

et le résultat s’ensuit. ]

Corollaire 1.4.17. — Supposons que A est uniforme. Soient p € N* et
P e A[T] tel que, pour tout b € M(A), P(b) € H(b)[T] soit un polynéme de
degré p différent de TP. Soit s € R~q. Alors, il existe Kp € R~q tel que, pour
tout Q = Z?:o b;T7 € AT, on ait

max (16;]) < K [1Qllpps)-

0
Remarque 1.4.18. — Si P = TP, on a D(T?;s) = D(s'/?) et le résultat
reste valable d’aprés la proposition
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1.5. Bases de voisinages

Soit A un anneau de Banach. Posons B := M(A) et X := A}fn, avec
coordonnée T'. Notons w: X — B la projection sur la base. Dans cette section,
nous donnons une description précise de bases de voisinages des points de X.

Nous nous baserons sur la classification de Berkovich des points de la droite
analytique sur un corps valué ultramétrique complet algébriquement clos,

cf. |Ber90), section 1.4.4], que nous rappelons ici

Notation 1.5.1. — Soit (£,]-]) un corps valué¢ ultramétrique.
Posons (° :={a € l:|a] <1}, ¢°:={ael:|a| <1} et £ :=(°/1°.
Posons |¢*| := {|a| : @ € £*} et notons |¢*|Q sa cloture divisible. Elle est natu-

rellement munie d’une structure de Q-espace vectoriel. Si £ est algébriquement
clos, on a |¢*|Q = |¢*].
Définition 1.5.2. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet al-

gébriquement clos. Soit = € A}C’an. Notons s(x) le degré de transcendance de

% sur k et #(z) la dimension du Q-espace vectoriel |#(z)*|Q/|k*|. Le point z
est dit

— de type 1 si H(z) = k;
— de type 2 si s(z) =1
— de type 3 sit(zx) =1;
— de type 4 sinon.

La définition de type d’un point s’étend & un corps valué ultramétrique
complet quelconque par extension des scalaires.
Définition 1.5.3. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet. No-
tons k le complété d’une cloture algébrique de k. Considérons I'application
Tk A,%’an — A,lg’Em induite par 'inclusion k C k. Elle est surjective.

Soit = € A,lc’a“rl et soit y € ng/lk(:l:). Pour i € [1,4], le point x est dit de type i
si le point y est de type i. Cela ne dépend pas des choix.
Remarque 1.5.4. — Lorsque (k,|-|) est un corps valué ultramétrique com-
plet, la droite analytique Ai’an posséde une structure d’arbre réel. Les diffé-
rentes sortes de points de I'arbre correspondent & différents types de points au
sens de Berkovich. Précisément, les feuilles sont les points de type 1 et 4 et les

points de branchement sont les points de type 2. (Une infinité de branches en
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partent.) Les points de type 3 sont ceux qui restent : exactement deux branches
en partent.

Nous utiliserons désormais sans plus de commentaires les propriétés clas-
siques des points de la droite analytique sur un corps valué ultramétrique
complet.

Ajoutons une définition générale.

Définition 1.5.5. — Soit (k,|-|) un corps valué complet. On dit qu’un
point x de A}C’an est rigide si 'extension H(z)/k est finie.

Dans ce cas, il existe un unique polynéme irréductible unitaire & coefficients
dans k qui s’annule en x. On 'appelle polynéme minimal de = et on le note p,.
On appelle degré de x son degré et on le note deg(z).

Commengons par rappeler des résultats connus sur les bases de voisinages
des points de la droite analytique sur un corps valué ultramétrique complet.
Lemme 1.5.6. — Soit (k, |-|) un corps valué ultramétrique complet. Soit x un
point de type 2 ou 3 de A,lc’an. Notons &, ’ensemble des composantes connezes
relativement compactes de A,lc’an \{z}. Pour tout élément C de &, choisissons
un point rigide xc dans C. Pour toute partie finie F' de &, posons Pp =

[cer tac-
Alors, les ensembles de la forme

C(Pr, |Pp(z)| —&,|Pr(z)| +¢),

ot F est un sous-ensemble fini de &, et € un nombre réel strictement positif,
.. l,an

sont une base de voisinages connexes de x dans A" .

Démonstration. — Le résultat découle du fait que tout voisinage de x contient

entierement toutes les composantes connexes de Al,lg’an \ {z} a I’exception éven-

tuelle d’'un nombre fini d’entre elles et d’arguments basés sur le graphe de

variation de |Pp|. O

Lemme 1.5.7. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet. Tout
point x de type 1 ou 4 de Allg’an posséde un systéme fondamental de voisinages
ouverts connexes de la forme

D(P,|P(z)| +¢),

ot P € Kk[T] est un polynome irréductible et ¢ un nombre réel strictement

positif.
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. . . . 1 T .
Démonstration. — Soit U un voisinage de x dans Ak’an. Soit k une cloture al-

gébrique de k et notons k son complété. Notons 7 A%’an — A,lq’z’Lrl le morphisme
de projection. Soit ' € 7~!(z). Le point 2’ est un point de type 1 ou 4 de A%an.

Puisque k est algébriquement clos, le singleton {z} est l'intersection d’une fa-
mille de disques fermés de rayons strictement positifs. On en déduit qu’il existe
a € ket r1 > 0 tel que D(a, ;) contienne ' et soit contenu dans 7~ 1(U).
Puisque k est dense dans ]27 on peut supposer que o € k. Notons P € k[T] son

polynéme minimal. Il existe alors s; > 0 tel que 7(D(«,71)) = D(P,s1) et on
a

r € D(P,sy) CU.

Le résultat s’en déduit, en remarquant que les ensembles de la forme D(P, s1)
sont toujours connexes (cf. lemme |1.5.10)). O

Pour passer a des bases plus générales que des corps valués, nous aurons
besoin de quelques résultats techniques.
Notation 1.5.8. — Soit (C,||-||) un anneau de Banach. On note |||~ la
norme sur I’anneau des polynomes C[T] définie par

IPT) e = max (o]

pour tout P(T) = Z?:o a; T € C[T).

Lorsque (C,[|-||) est de la forme (B(V),|-|lv) (cf notation [1.3.3), on
note | -||v,c0 la norme correspondante sur B(V)[T].
Lemme 1.5.9. — Soit (k,|-|) un corps valué complet. Soit P € k[T] unitaire
de degré d > 1. Alors, pour tout x € A,lc’an, on a

T(x)] < [P(x)] + d || Pl|oo-

Démonstration. — Soit z € A*. Ecrivons P(T) = Y% a; T* € k[T). Sup-
posons, par l'absurde, que l'on ait |T'(x)| > |P(z)| + d||P||s. Puisque P est
unitaire, on a, en particulier, |T'(z)| > 1, d’on

d—1

> ai(@) ()| < d|[Plloo [T ()"
1=0
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On en déduit que

et I'on aboutit ainsi & la contradiction souhaitée. O

Lemme 1.5.10. — Soit (k,|-|) un corps valué complet. Soit Qo € k[T] un
polynéome de degré d > 1 qui est une puissance d’un polynome irréductible. Soit
r > 0. Alors, il existe £ > 0 tel que, pour tout Q € k[T] unitaire de degré d tel
que ||Q — Qolloo < € et tout s > 1, D(Q,s) soit conneze.

Démonstration. — Soit @ € k[T]. Le principe du maximum assure que toute
composante connexe de ﬁ(Q, s) contient un zéro de Q. Par conséquent, pour
montrer que D(Q, s) est connexe, il suffit de montrer que I’ensemble des zéros
de @ est contenu dans une partie connexe de D(Q, s).

Par hypothése, le polynéme @ posséde un seul zéro (éventuellement mul-
tiple) dans A,lc’an. Le raisonnement précédent assure que, pour tout ¢ > 0,
D(Qo, ) est connexe.

Soit t € ]0,r[. Par continuité des racines, il existe ¢ > 0 tel que, pour
tout @ € k[T] unitaire de degré d tel que ||Q — Qollec < €, tous les zéros
de ) dans A,lc’am soient contenus dans D(Qo,t). Quitte & diminuer ¢, on peut,
en outre, supposer que D(Q,r) D D(Qo,t). La connexité de D(Q,r), et de
D(Q, s) pour tout s > r, s’ensuit. O

Venons-en maintenant aux descriptions annoncées des bases de voisinages
des points de X = A}‘l’an. Rappelons que, si b est un point de B = M(A), la
fibre X := 7~1(b) s’identifie a A;’fg;.

Proposition 1.5.11. — Soient b € B et x un point rigide de Xp. Notons
pe € H()[T] le polynome minimal de x. Soit e € N*. Soit U un voisinage
de x dans X et soient n,0 € Rsq. Alors, il existe un voisinage spectralement
convexe Vi de b dans B, un polynome Py a coefficients dans B(Vy), unitaire,
de méme degré que ps, tel que |Py(b) — pS|lpoo <1 (0u Po(b) désigne l'image
de Py dans H(b)[T]) et des nombres réels si,s2,e € Rsg avec s1 < s9 < 0 qui

satisfont les propriétés suivantes : pour tout voisinage compact V de b dans Vy,
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pour tout P € B(V)[T] unitaire de méme degré que Py tel que ||P— Po|lveo < €
et pour tout s € [s1,s2], on a

r€Dy(P,s)CcU
et Dy(P,s) est conneze.
En outre, on peut imposer ['une des conditions supplémentaires suivantes

i) Py(b) est séparable, si u, est séparable et e =1
ii) Po(b) est séparable, si H(b) n’est pas trivialement valué ;
iii) Py est un relevé fizé de pS a Opp[T], si ps € w(b)[T].

Démonstration. — On peut supposer que U est ouvert. Notons d le degré
de pS. Posons M = ||uS|lp00 €t R:=14+d(M +1).
Le sous-ensemble de la fibre Xj défini par I'’équation pf = 0 est réduit

au point x. L’ensemble Dy(0, R) \ U est donc un compact sur lequel |u¢| est
bornée inférieurement par une constante mg > 0. Soit m € ]0, min(mg, o, 1)].
On déduit du lemme m que on a Dy(ué,m) C U,

Puisque k(b) est dense dans H(b), il existe un polynéme P, unitaire de
degré d a coefficients dans Oy tel que 1'on ait

1 m

[ Pob) = H5 e < min (5,2 (D0 R) ')

i=
On a alors || Pyllpoe < M + 1/2 donc, d’aprés le lemme m Dy(Py,1) C
Dy(0, R). On en déduit alors que Dy(Py,4m/5) C Dy(ué,m) C U. En outre,
Dy(Py, m/5) contient .

Il existe un voisinage compact spectralement convexe W de b dans B tel que
Py soit a coefficients dans B(W) et satisfasse || P||lw,co0 < M +3/4. L'ensemble
Dy (Py,4m/5) \ U est compact et sa projection sur B est un compact L qui
ne contient pas le point b. Soit V) un voisinage compact spectralement convexe
de b dans B\ L. Par construction, on a Dy, (P, 4m/5) C U.

Soit ¢ € ]0,1/4][ tel que EZ?;Ol R' < m/5. Soient V une partie compacte
de Vy et P € B(V)[T] un polynéme unitaire de degré d tel que || P—Fp||v,c0 < €.
D’aprés le lemme on a alors Dy (P, 1) C Dy (0, R). Posons s; := 2m/5 et
sy := 3m/5. Pour tout s € [s1, s3], on a alors Dy (P,s) C Dy (Py,4m/5) C U
et Dy(P,s) D Dy(Py,m/5) > z. La premiére partie du résultat s’ensuit. Le

W Nous ne prétendons pas qu’il soit possible de les imposer simultanément.
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lemme [1.5.10] (utilisé avec k = H(b) et r = s1) permet d’assurer la connexité
de Dy(P,s), quitte & diminuer &.

Intéressons-nous maintenant aux conditions supplémentaires que nous pou-
vons imposer.

i) Si pg est séparable et e = 1, tout polynéme suffisamment proche de pS =
L2 est encore séparable, par continuité du discriminant. Le résultat s’ensuit.

i1) Si H(b) est de valuation non triviale, tout polynéme a coefficients
dans H(b) peut étre approché autant qu’on le souhaite par un polynéme
séparable & coefficients dans H(b), et méme k(b). Le résultat s’ensuit.

i1) Si pS € k(b)[T], pour tout relevé Py de uf dans Opp[T], on a || Py(b) —
15 ]p,00 = 0. Ce choix de Py est donc permis. O

Proposition 1.5.12. — Soient b € B, x un point non rigide de X, et U un
voisinage de x dans X. Alors, il existe un voisinage spectralement convexe Vj
de b dans B, un polynome Py unitaire non constant & coefficients dans B(Vp)
et des mombres réels r1,19,81,582,6 € Rsg avec ro < 11 < 81 < s9 vérifiant
les propriétés suivantes : pour tout voisinage compact V de b dans Vpy, pour
tout P € B(Wp)[T] tel que ||P — Pollvp.co < €, pour tous r,s € Rsq tels que

ro <r<ryets; <s< 89, 0na
re€Cy(Prs)cU

et Cy(P,1,5s) est connexe.

En outre, si H(b) est de valuation non triviale ou de caractéristique nulle,
on peut imposer que Py(b) soit séparable.
Démonstration. — Remarquons que les hypothéses entrainent que le point b
est ultramétrique. Le résultat découle alors des lemmes et appliqués
avec k = H(b) et d’arguments d’approximation similaires a ceux de la preuve de
la proposition . La démonstration de la connexité de Cy( P, r, s) repose sur
I'inégalité triangulaire ultramétrique, qui assure que Cy(P,, s) reste inchangé
si I'on remplace P par un polynoéme suffisamment proche. ]

Corollaire 1.5.13 (JPoil3al corollaire 6.8]). — Soient n,m € N avec n >
m. La projection Ty, m: Afl’an — AZZ’&H sur les m premieres coordonnées est
ouverte.

Démonstration. — La remarque [1.3.13| permet de se ramener au cas o m = 0
et n = 1. Le résultat découle alors des propositions [I.5.11] et [1.5.12] ]
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1.6. Résultats locaux

Soit A un anneau de Banach et soit n € N. Dans cette section, nous
rappelons quelques résultats locaux sur AZ’an obtenus par le second auteur
dans [Poil3al. Posons B := M(A).

1.6.1. Théoréme de division de Weierstrafs. — En géométrie analytique
classique, les théorémes de division et de préparation de Weierstraf$ sont des ou-
tils fondamentaux. Ils interviennent notamment de facon essentielle dans la dé-
monstration de la cohérence du faisceau structural. Le second auteur a démon-
tré des versions de ces théorémes pour les espaces de Berkovich dans [Poil3al.
Dans cette section, nous nous consacrons au théoréme de division. Nous
reviendrons plus tard sur le théoréme de préparation (cf. théoréme [1.6.27)).
Commengons par rappeler quelques définitions.
Définition 1.6.1. — Soit V un ensemble compact spectralement convexe
de AZ’an. On dit qu’une partie fermée I' de V' est un bord analytique de V si,
pour tout f € B(V), on a

£l =11l

Définition 1.6.2. — Un point = de Aj’an est dit ultramétrique typique s’il
appartient a l'intérieur de la partie ultramétrique de Aj’an et s’il posséde une
base de voisinages formée d’ensembles compacts et spectralement convexes
possédant un bord analytique fini.

Un point x de A’;t’an est dit décent si 'une (au moins) des trois conditions

sulvantes est satisfaite :

i) H(z) est de caractéristique nulle;
ii) H(x) est de valuation non triviale;

iii) x est ultramétrique typique.

Une partie de A'y™ est dite ultramétrique typique (resp. décente) lorsque
tous ses points le sont.
Ezemple 1.6.3. — Lorsque A est 'un de nos exemples usuels[I.1.16/a[L.1.21]:
les corps valués complets, I'anneau Z et les anneaux d’entiers de corps de
nombres, les corps hybrides, les anneaux de valuation discréte, les anneaux de
Dedekind trivialement valués, le spectre analytique M (.A) est décent.
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Proposition 1.6.4. — Soit b € B un point ultramétrique typique (resp. dé-
cent). Alors, tout point de AZ’an situé au-dessus de b est encore ultramétrique
typique (resp. décent). O
Démonstration. — Le cas ultramétrique typique fait I'objet de [Poil3al, pro-
position 6.10]. Le cas décent s’en déduit, les propriétés d’étre de caractéristique
nulle ou de valuation non triviale étant stables par extension de corps. O

Posons X := A}L{an, avec coordonnée S. Notons 7m: X — B la projection sur
la base. Rappelons que si b est un point de B, la fibre X}, := 7~ 1(b) s’iden-
tifie & A;ﬁ;. Rappelons également que, si x est un point rigide de X3, alors
I'anneau local Oy, , est un anneau de valuation discréte d’uniformisante fi,
(¢f. définition [L.5.5] pour la notation).

Théoréme 1.6.5 (Division de WeierstrafR, [Poil3a, théoréme 8.3])

Soit b un point de B. Soit x un point rigide de Xp. Si . est inséparable et
st b est trivialement valué, supposons que b est ultramétrique typique. Soit G
un élément de l’anneau local Ox 5. Supposons que son image dans l'anneau de
valuation discrete Ox, o n'est pas nulle et notons n sa valuation.

Alors, pour tout F' € Ox 4, il existe un unique couple (Q, R) € (9_%(@ tel que

i) F=QG+R;

ii) R € Opp[S] est un polynome de degré strictement inférieur a ndeg(x).
O

On peut étendre ce théoréme de fagon a diviser simultanément en plusieurs
points de la fibre. On renvoie a la preuve de [PoilOal théoréme 5.5.3] pour les
détaild®)]

Corollaire 1.6.6. — Soit b un point décent de B. Soit G un polynéme uni-
taire de degré d a coefficients dans Opp. Notons {z1,...,2:} Uensemble des
zéros de G dans Xp.

Alors, pour tout (fi,...,ft) € Hle Ox ., il existe un unique élé-
ment (r,q1,...,q) de Opp[T] x Hle Ox ., vérifiant les propriétés suivantes :

i) pour tout i € [1,t], on a f; = ;G +r dans Ox ;, ;

ii) le polynome r est de degré strictement inférieur a d.

@) Dans cette référence, le polyndéme G est supposé d’une forme particuliére, mais cela n’est
pas utilisé dans la preuve. La condition (Ig) peut étre remplacée par la condition (Dg) et
[Poil3al corollaire 5.4] assure qu’elle est toujours satisfaite. La condition (S) n’est présente
que pour assurer que le théoréme de division de Weierstral s’applique.
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0
On démontrera plus loin une version raffinée de cet énoncé permettant
de contrdler les normes du reste et du quotient (cf. théoréme et corol-

laire [3.2.4)).

Le théoréme de division de Weierstral a de nombreuses conséquences im-
portantes, par exemple pour I’étude des morphismes finis. En voici une. Soit
P(S) € A[S] unitaire non constant. Le morphisme de A-algébres naturel

A[T] — A[T, S]/(P(S) —T) — A[S]

induit un morphisme d’espaces localement annelés @ p: Ai{an — Ai{an, oll nous
notons S (resp. 1) la coordonnée sur l'espace de départ (resp. d’arrivée). Soit V'
une partie de B. Soient s,t € R tels que 0 = s <t ou 0 < s < t. Nous avons
alors 5! (Cy(s,t)) = Cy (P, s,1).

Théoréme 1.6.7 (|Poil3al théoréme 8.8]). — Dans la situation précédente,

si V est décente, alors le morphisme de A-algébres naturel
O(Cv(s,1))[S]/(P(S) = T) — O(Cv(P,s,1))

est un isomorphisme. O
On en déduit une version du corollaire [1.4.11] pour les domaines polyno-

miaux.

Corollaire 1.6.8. — Dans la situation précédente, si V est ultramétrique et

décente, alors, le morphisme de A-algébres naturel

colim  O(W)(u < |T| < 0)[S]/(P(S) — T) — O(Cy (P, s,1)),

WDOVu<s<t<v

ou W décrit I’ensemble des voisinages compacts de V dans B sur lesquels les
coefficients de P sont définis, est un isomorphisme. O
On va maintenant modifier ’énoncé précédent de fagon a faire intervenir
des anneaux de Banach dans la limite inductive, ce qui se révélera utile par la
suite.
Lemme 1.6.9. — Soient V' une partie compacte de B et V une base de voi-
sinages compacts de V dans B. Alors, pour tout W € V), le morphisme de
restriction induit un morphisme de A-algébres

ow: O(W) — O(V).
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Le morphisme de A-algébres naturel

C‘/([)/lé%lm — O(V)
qui s’en déduit est un isomorphisme.
Démonstration. — Par définition, les sections du faisceau structural sur un
ouvert U sont localement des limites uniformes de fractions rationnelles sans

poles. On en déduit que le morphisme @y : O(W) — O(V) est bien défini. Le

second résultat est immédiat. O

Corollaire 1.6.10. — Dans la situation précédente, si V' est ultramétrique

et décente, alors, le morphisme de A-algébres naturel

wogolim  O(W){u < [T < v)[S]/(P(S) - T) — O(Cv (P, s,t)),

ou W décrit I’ensemble des voisinages compacts de V dans B sur lesquels les
coefficients de P sont définis, est un isomorphisme. O

1.6.2. Changement de variables. — Dans cette section, nous démontrons
un résultat de changement de variables trés utile en pratique. Etant donné une
fonction non nulle sur un espace affine, il permet d’assurer que celle-ci reste
non nulle lorsque 'on spécialise toutes les variables sauf une, ce qui permet
notamment d’appliquer le théoréme de division de Weierstrafs Dans le
cadre des espaces sur un corps valué ultramétrique complet, on retrouve le
fait qu'une fonction non nulle peut étre transformée en une fonction distinguée
par rapport & une variable, par le biais d’'un automorphisme (cf. [BGR84,
proposition 5.2.4/1]). Notre résultat figure déja dans [Poil3al, lemme 9.15],
mais 'auteur n’en a rédigé qu’une preuve succinte. Nous en proposons ici une

démonstration compléte et différente.

Pour n € N, notons Ti,...,T, les coordonnées de AZ’an. Pour v =
(U1, ..., up—1) € (N*)""1 notons ty: AZ’an — AZ’an I’automorphisme
d’espaces localement annelés induit par le changement de variables

T — T1+T#1 ;

Tho1 —— Th +T71:n71 ;
T, +— T,.
Lemme 1.6.11. — Soient b un point de B. Sotent n € N et x un point
rigide de 7, 1(b). Soit f un élément de OAZ’“,»’C dont la restriction a m,*(b)
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n’est pas nulle. Alors, il existe u € (N*)"~! tel que l’image de w#(f) dans
T (a1 (g H(2))) ne soit pas nulle.

Démonstration. — Puisque le résultat ne concerne que la restriction de la fonc-
tion f a m,, 1(b), nous pouvons remplacer A par H(b), et donc supposer que A
est un corps valué complet. Nous le noterons désormais K.

Remarquons qu’il suffit de démontrer le résultat aprés extension des sca-
laires. Nous pouvons donc supposer que K est algébriquement clos. Le point z
s’identifie alors a un élément (aq, ..., ay) de K™.

Pour tout n € N, définissons maintenant un idéal I,, de O Am - Posons
Iy := (0), I := (0) et, pour tout n > 2,

L= (] (M- =T¥ +al, ... Tog—an1— TPt +ain ).

ueNn—1
Rappelons que, d’aprés la proposition m I’anneau local O AT g s’identifie
a un sous-anneau de K[T1 — aq,..., T, — a,].

Nous allons montrer que I,, = (0) par récurrence sur n. Si n vaut 0 ou 1,
le résultat vaut par définition. Soit n € N avec n > 2 et supposons avoir
démontré que I,—1 = (0).

Fixons u,_1 € N*. Puisque T}, — o, divise T,"" ' — o, ", on a un isomor-

phisme naturel
K[Tl -y, ..., 1y — an]]/(Tn_l — Qlp—1 — T#"‘l + Oéxn_l)
~ K[[Tl —1,. .. ,Tn,Q — Oén,Q,Tn - Oén]].

L’image de I, par cet isomorphisme s’identifie a I,,_1 (en effectuant le change-
ment de variable T), — T,,—1 — a1 + @), et est donc nulle, par hypotheése de
récurrence. On en déduit que I, est contenu dans l'idéal de K[T1 —au, ..., T, —
ay] engendré par Ty, 1 — a1 — T " — ap™ .

Puisque le résultat précédent vaut pour tout u,_1 € N*, que tous les
Tho1—an_1—Tn"" —ap""" sont irréductibles et non associés, et que K [T} —
a1,..., T — ay] est factoriel, on en déduit que I,, = 0.

On peut maintenant conclure. Puisque f n’est pas nulle, il existe u =

(u1,. .., un_1) € (N*)""! tel que f n’appartienne pas a Iidéal
(TI — Qo1 — T#l —+ Oézl, ey Iy 1 — a1 — T#"_l + Oézn_l)
de O AT g On en déduit que 1/1%( f) n’appartient pas a I'idéal

u Un —
(Th —a1+apt, . Ty — ap—1 + aint)
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de O AT gt () €O qui signifie exactement que wﬁ( f) ne s’annule pas
en ;1 (x). O

1.6.3. Anneaux de Banach de base. — Nous introduisons ici une classe
d’anneaux de Banach sur lesquels nous travaillerons dans la suite.

Posons X := A"y*". Remarquons que, par définition du faisceau structural,
pour tout point x de X, on a un isomorphisme

c‘glaigl B(V) = O,

ou V parcourt ’ensemble des voisinages compacts de x.
Définition 1.6.12. — Soient x € X et V un voisinage compact de z. On
dit qu'un élément f de O, est B-défini sur V s’il appartient & I'image du
morphisme naturel B(V) — O,.
Définition 1.6.13. — Soient T un espace topologique, ¢t un point de T et U
une base de voisinages de t. On dit que U est fine si elle contient une base de
voisinages de chacun de ses éléments.
Définition 1.6.14 (|[Poil3al définition 9.1]). — Soient x un point de X et V
une base de voisinages fine de x formée d’ensembles compacts et spectralement
convexes. On dit qu’un idéal I de O, est B-fortement de type fini relativement
a V s'il existe fi,..., fp appartenant a I tels que

i) pour tous V€ Vetie {1,...,p}, fi est B-défini sur V.

ii) pour tout voisinage compact U de z, il existe une famille (Kyy)yey
de R+ telle que, pour tout élément f de I qui est B-défini sur U et
tout élément V de V contenu dans U , il existe des éléments ay,...,a,
de B(V) tels que

{f =aifi+ - +apfp dans B(V) ;
Vie{l,....p} llaillv < Kvo || fllu-

Une famille (fi,..., fp) vérifiant les propriétés précédentes est appelée B-
systeme de générateurs fort de l'idéal I relativement & V. On dit également
qu’elle engendre B-fortement 1'idéal I relativement & V.

Définition 1.6.15 (|[Poil3al définition 9.3]). — Soient x un point de X et V
une base de voisinages fine de x formée d’ensembles compacts et spectralement
convexes. Soit d € N. On dit que 'anneau local O, est fortement régulier de

dimension d relativement a V si
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i) Oy est noethérien de dimension de Krull d;
ii) il existe des éléments fi,..., fqg de m, tels que (f1,..., f4) engendre B-
fortement 1’idéal m, relativement a V.

On dit que I'anneau local O, est un corps fort (resp. fortement de valuation

discrete) s'il est fortement régulier de dimension 0 (resp. 1).
Remarque 1.6.16. — La propriété d’étre un corps fort s’apparente & une
propriété de prolongement analytique. La définition requiert qu’une fonction
définie sur U et nulle au voisinage de x soit nulle sur tout voisinage de xz
appartenant a ) et inclus dans U.

Réciproquement, supposons que X satisfait le principe du prolongement
analytique (au sens ot une fonction nulle au voisinage d’un point I’est encore
sur tout ouvert connexe contenant ce point) et que tous les éléments de V sont
connexes. Alors le fait que 'anneau O, soit un corps implique que c’est un
corps fort pour la base de voisinages V.

Nous reviendrons plus précisément sur la notion de prolongement analytique
a la définition et les énoncés qui la suivent.

Définition 1.6.17 (|Poil3a, définition 9.5]). — On dit que 'anneau de
Banach A est de base ou basique si tout point b de B = M(A) posséde une
base fine de voisinages compacts et spectralement convexes V, satisfaisant les

propriétés suivantes :

i) si ‘H(b) est de caractéristique non nulle et trivialement valué, alors tout
élément de Vj, est contenu dans Byy et posséde un bord analytique fini;
ii) 'anneau local Op est un corps fort ou un anneau fortement de valuation

discréte relativement a V.

La condition i) entraine que tout point de B est décent.

Ezemple 1.6.18. — Les exemples a[L.I.2T] donnés plus haut : les corps
valués complets, 'anneau Z et les anneaux d’entiers de corps de nombres, les
corps hybrides, les anneaux de valuation discréte, les anneaux de Dedekind
trivialement valués sont tous des anneaux de base. On renvoie a [Poil0al, §3.1]
pour des détails dans le cas des anneaux d’entiers de corps de nombres.

1.6.4. Anneaux locaux et faisceau structural. — Dans cette section,
nous énoncons les principaux résultats obtenus dans [Poil3al. Posons X :=

AZ’an, avec coordonnées T7,...,T,.
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1.6.4.1. Types de points. — 1l sera utile de distinguer différents types de
points dans les espaces affines.

Définition 1.6.19. — Soient b un point de B et x un point de X au-dessus
de b. On dit que le point x est rigide épais si T1(x), ..., T,(x) sont algébriques
sur £(b). Dans le cas contraire, on dit que le point z est localement transcendant.

On dit que le point x est purement localement transcendant si, pour tout ¢ €
{1,...,n}, mpi(x) est localement transcendant au-dessus de m;;—1(mpi(x)) =
Tn,i—1().

Dans [Poil3al, définition 8.1|, un point est dit rigide épais lorsque x(x) est
une extension finie de x(b), mais c’est en réalité la condition que nous avons
énoncée qui est utilisée (sous la forme de 'existence d’un polynéme non nul &
coefficients dans O, dont l'image dans x(z) est nulle).

Proposition 1.6.20. — Soient b un point décent de B et x un point de X
au-dessus de b. Alors, x est rigide épais au-dessus de b si, et seulement si, k(x)
est une extension finie de k(b).

En particulier, la notion de point rigide épais est indépendante du choiz des
coordonnées Ty, ...,T,.

Soit m € [0,n]. Alors x est rigide épais au-dessus de b si, et seulement si,
x est rigide épais au-dessus de Ty () et m, m(x) est rigide épais au-dessus
de b.

Démonstration. — Si k(x)/k(b) est finie, alors = est rigide épais. Réciproque-
ment, supposons que x est rigide épais. Le cas n = 0 est trivial et une récurrence
permet ensuite de se ramener au cas n = 1. Posons T := T}. Par hypothése,
il existe un polynome G € Op[T] non nul dont I'image dans x(z) est nulle. Le
théoréeme de division de Weierstraf assure alors que k(x) est engendré,
en tant que x(b)-espace vectoriel, par un nombre fini de puissances de T'(z).
Le résultat s’ensuit. O

Remarque 1.6.21. — L’analogue de la proposition [I.6.20] tombe en défaut
pour les points localement transcendants, méme dans le cas ot 'anneau de
base A est un corps valué. On renvoie a [Tem21l, §5.2.7| pour un contre-
exemple di & M. Temkin, inspiré par un résultat de M. Matignon et M. Re-
versat dans [MIR84].



60 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET RAPPELS

Remarque 1.6.22. — Soient b un point de B et x un point de X au-dessus
de b. Alors, quitte & permuter les coordonnées 71, ..., T, il existe m, € [0,n]
tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

1) Tp,m, (x) est purement localement transcendant au-dessus de 7, () ;

ii) z est rigide épais au-dessus de 7y, m, ().

Pour m € N* et iy, ..., im € [0,n], notons z;, _;  la projection du point x

m
m,an 2 . A

sur l'espace affine A ;* de coordonnées Tj,,...,T;,. L’entier m, peut étre

défini comme la borne supérieure de I’ensemble des entiers m pour lesquels il

existe i1, ...,im € [0,n] tels que

— x;, est transcendant au-dessus de b;

— pour tout j € [2,m], x;,,. i, est transcendant au-dessus de x;, .

j i-1
1.6.4.2. Points rigides épais d’une droite relative. — Dans cette section, nous
supposons que n = 1 et notons T' = T7. Soit b un point de B et x de X au-
dessus de b.

Notation 1.6.23. — Supposons que x est un point rigide épais. On appelle
polynéome minimal épais de x le polyndome minimal de T'(z) sur x(b) et on le
note py (7).

Rappelons que I’on note p,,(7T") le polynéme minimal de T'(x) sur H(b) (cf. dé-
finition . Dans [Poil3al définition 8.2, auteur affirme que ji,» = fia,
mais cet énoncé est incorrect. En revanche, on peut démontrer que le polynéme
minimal sur k(b) est une puissance de celui sur H(b).

Lemme 1.6.24. — Soit K un corps de caractéristique p > 0. Soient P €
KI[X] un polynome irréductible séparable et s € N. Alors il existe un polynéme
irréductible @ € K[X] et r € N tels que

T

P ) = Q(T)".

Démonstration. — On peut supposer que P est unitaire. Soit K une cloture
algébrique de K. Par hypothése, il existe des éléments a1, ..., oq € K, deux a

deux distincts, tels que I'on ait



1.6. RESULTATS LOCAUX 61

Pour tout i € {1,...,d}, a; posséde une unique racine p*-éme dans K. Notons-
la ag/pé. On a alors
d d
P(T?") = [[(@" - i) = [[(T - o}/"")?" dans K[T].
i=1 i=1

Notons Q(T') le polynéme minimal de ai/ P sur K.

Soit R(T) un facteur irréductible de P(TP") dans K[T]. Il existe i €
{1,...,d} tel que R(ag/ps) = 0. En posant S(T) = R(T?"), on a S(a;) = 0.
Puisque P(T) est irréductible, P(T) divise S(T) et on a donc S(c;) = 0. On en
déduit que R(a}/ps) =0, donc que Q(T') divise R(T'), puis que R(T) = Q(T).

On a montré que tous les facteurs irréductibles de P(TP") sont égaux a Q(T).
Par conséquent, il existe m € N tel que P(TP") = Q(T)™. En considérant les
décompositions des polynémes dans K [T], on montre que m est nécessairement

une puissance de p. O
Lemme 1.6.25. — Supposons que x est un point rigide épais. Alors il existe
r € N tel que

t,z(T) = ,U:r(T)eT>
ot e désigne l'exposant caractéristique de k(D).
Démonstration. — On suit ici la preuve de [Poil3al corollaire 5.4]. Il existe
un polynoéme irréductible et séparable P € k(b)[T] et un entier s € N tels que
prre,z(T) = P(Tes)'

D’apres [Poil3al théoréme 5.2], le corps k(b) est hensélien, donc, d’aprés
[Bou06b., VI, §8, Exercices 14a et 12b] ou [Ber93| Proposition 2.4.1], le po-
lynéme P reste irréductible dans H(b)[T]. D’apreés le lemme il existe
un polynéme irréductible @Q € H(b)[T] et un entier r € N tel que P(T¢") =
Q(T)¢". Le résultat s’ensuit. O

Définition 1.6.26. — Avec les notations du lemme [1.6.25] on appelle épais-
seur du point x ’entier

d(z) :=e" € N¥,

ou e désigne I'exposant caractéristique de £(b).
Nous pouvons maintenant énoncer un théoréme de préparation de Weiers-
tral généralisant [Poil3al théoréme 8.6] et valable pour tout point rigide épais

d’une droite relative.
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Théoréme 1.6.27 (Préparation de Weierstraf)

Supposons que x est un point rigide épais. Si p, est inséparable et si b
est trivialement valué, supposons que b est ultramétrique typique. Soit G un
élément de l'anneau local Ox 5. Supposons que son image dans Ox, 5 n'est pas
nulle et notons n sa valuation pg-adique. Alors n est multiple de 6(x) et il
existe un unique couple (0, F) € O-%(,:c tel que

i) Q € OpplT] est un polynome unitaire de degré ndeg(p,) dont l’image
Q(b) dans k(b)[T] satisfait Q(b) = uZ{f(x) ;
ii) E est inversible dans Ox 4 ;
iii) G = QF.

Démonstration. — Posons d := deg(ug) et § := d(x). Le polynome .
est alors de degré dd. Choisissons un relevé M de p,, unitaire de degré do
dans Op[T]. Lorsque l'on parlera de valuation, il s’agira de la valuation
ue-adique.

Effectuons la division euclidienne de n par m : il existe a € N et b € [0, — 1]
tels que n = ad+b. D’aprés le théoréme de division de Weierstrafs appliqué
aGet M, il existe Q € Ox, et R € Opp[T] de degré strictement inférieur
a add tels que G = QM?* + R. Puisque le degré de R est strictement inférieur
a add, sa valuation est soit infinie, soit strictement inférieure & ad. Puisqu’elle
ne peut étre strictement inférieure aux valuations de G et de QM“, on en
déduit qu’elle est infinie. En d’autres termes, on a R(b) = 0.

Le raisonnement qui précéde montre que la valuation de @ est égale a b.
Supposons, par l'absurde, que b > 0. Alors, en appliquant le théoréme de
division de Weierstraf a M et a @, on obtient un reste dans Op 3[T"] qui s’annule
en x et dont le degré est strictement inférieur a bd, et donc & dd = deg(jix ).
On aboutit donc & une contradiction, ce qui démontre que b = 0. On en déduit
que ¢ divise n (et que @ est inversible dans Ox ).

En appliquant, a présent, le théoréme de division de Weierstrafs a M® et G,
on obtient une égalité de la forme M®* = Q'G + R’. En raisonnant sur les
valuations comme précedemment, on montre que @’ est inversible dans Ox
et que R'(b) = 0. Les fonctions Q := M?® — R’ et E := Q'~! satisfont alors les
propriétés de I’énoncé.

Il reste & démontrer I'unicité du couple (2, F) satisfaisant les propriétés de
Pénoncé. Partant d'un tel couple, R := Q — M™% est un élément de Op y[T]
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de degré strictement inférieur a nd et on a M™% = E~1G — R. L’unicité du
couple (9, F) se déduit donc de I’énoncé d’unicité dans le théoréme de division
de Weierstrals. O

1.6.4.3. Résultats. — Revenons au cas ou X = A"y*" avec n € N arbitraire.
Le résultat qui suit permet de comprendre 'anneau local en un point de X
en fonction de celui en sa projection sur la base B. C’est une combinaison de
[Poil3al, corollaire 9.11 et théorémes 9.17 et 9.18|.

Théoréme 1.6.28. — Supposons que A est basique. Soient b un point de B
et x un point de X au-dessus de b. Alors l’anneau local OAZ’M@ est noethérien

et fortement régulier de dimension
dim(Ox ) = dim(Opgp) +n — my,
ol my est défini comme dans la remarque [1.6.29,

Si x est puremement localement transcendant au-dessus de b (c¢’est-a-dire si
mg =n) et si Opy, est un corps fort (resp. un anneau fortement de valuation
discréte d’uniformisante wy), alors Ox 4 est un corps fort (resp. un anneau
fortement de valuation discréte d’uniformisante wy). O

Intéressons-nous, & présent, au principe du prolongement analytique. Nous

adopterons la définition suivante, qui reste maniable en I'absence de connexité
locale.
Définition 1.6.29 (|Poil3al définition 11.1]). — Soit S un espace locale-
ment annelé. Soit s € S. On dit que S satisfait le principe du prolongement
analytique en s si, pour tout ouvert U de S contenant s et tout élément f
de Og(U) dont I'image dans Og ¢ n’est pas nulle, il existe un voisinage V' de s
dans U tel que, pour tout ¢ € V, I'image de f dans Og; n’est pas nulle.

On dit que S satisfait le principe du prolongement analytique s’il le satisfait
en tout point.

Remarque 1.6.30. — Soit S un espace localement annelé. Pour tout ou-
vert U de S et tout élément f de Og(U), posons

Ny :={se€U: f#0dans Og}.

C’est une partie fermée de U.

L’espace S satisfait le principe du prolongement analytique au sens de la
définition si, et seulement si, pour tout ouvert U de S et tout élément f
de Og(U), I'ensemble Ny ¢ est ouvert.
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La version classique du principe du prolongement analytique stipule que,
pour tout ouvert connexe U de S et tout élément f de Og(U), s’il existe
s € U tel que I'image de f dans Og soit nulle, alors f est nulle dans Og(U).
En d’autres termes, I'ensemble Ny ; est soit vide, soit égal a U. On observe
que cet énoncé découle du principe du prolongement analytique au sens de la
définition [1.6.29

Ce raisonnement permet de montrer que, dans le cas ot S est localement
connexe, les deux versions du prolongement analytique sont équivalentes.
Remarque 1.6.31. — Soit S un espace localement annelé et soit s € S.

Si Og s est un corps, alors S satisfait le principe du prolongement analytique
en s.

Si Og,s est un anneau de valuation discréte d’uniformisante 7, alors S satis-
fait le principe du prolongement analytique en s si, et seulement si, il existe un
voisinage ouvert U de s dans S tel que, pour tout ¢ € U, I'image de 7 dans Og
ne soit pas nulle.

Exemple 1.6.32. — Si A est I'un des anneaux cité dans les exemples
a alors M(.A) satisfait le principe du prolongement analytique.

Proposition 1.6.33 (|[Poil3a, corollaire 11.5]). — Supposons que A est ba-
sique. St M(A) satisfait le principe du prolongement analytique, alors il en va
de meéme pour A'y™. O

Enongons finalement un résultat de cohérence. Il sera utilisé & de nombreuses
reprises dans ce travail.

Théoréeme 1.6.34 (|Poil3a, théoréeme 11.9]). — Supposons que A est ba-
sique et que M(A) satisfait le principe du prolongement analytique. Alors, le
faisceau structural de A'y*™ est cohérent.



CHAPITRE 2

CATEGORIE DES ESPACES ANALYTIQUES :
DEFINITIONS

Ce chapitre est consacré a la construction de la catégorie des espaces ana-
lytiques sur un anneau de Banach. Fixons un anneau de Banach (A, ||-||).

Dans la section [2.1], nous définissons les espaces A-analytiques et les mor-
phismes analytiques entre ces espaces. Nous procédons en plusieurs étapes en
commencant par les ouverts d’espaces affines analytiques sur .4, en poursuivant
avec leurs fermés analytiques (appelés modeéles locaux A-analytiques), avant
de traiter le cas général. La catégorie correspondante est notée A— An.

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que, lorsque A = k est un corps
valué ultramétrique complet, la définition proposée ne permet pas de retrouver
tous les espaces k-analytiques définis par V. Berkovich dans [Ber90), Ber93],
mais seulement les espaces sans bords.

Dans la section[2.2] nous définissons la catégorie An 4 des espaces analytiques
au-dessus de A. Plus grosse que la premiére, elle autorise des morphismes entre
espaces sur des anneaux de Banach de base différents (mais néanmoins reliés
par un morphisme borné). Elle nous permettra, dans un chapitre ultérieur,
d’effectuer des extensions des scalaires ou encore de munir les fibres des mor-
phismes de structures analytiques.

Finalement, dans la section [2.3] nous introduisons la notion d’immersion
d’espaces A-analytiques et en démontrons quelques propriétés élémentaires,
analogues a celles dont on dispose dans d’autres cadres.
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2.1. Catégorie des espaces A-analytiques

Nous définissons ici les notions d’espace analytique et de morphisme d’es-
paces analytiques au-dessus d’'un anneau de Banach A. Ces définitions ne re-
quiérent pas de propriétés particuliéres sur A.

2.1.1. Morphismes entre ouverts d’espaces affines analytiques. —
Définition 2.1.1. — Soient U et V des ouverts d’espaces affines analytiques
sur A. Un morphisme analytique de U dans V' est un morphisme d’espaces
localement annelés ¢: U — V vérifiant la condition suivante : pour toute
partie compacte U’ de U et toute partie compacte V' de V telles que p(U’) C
V', le morphisme Oy (V') — Op(U’) induit par ¢* est contractant (i.e. pour
tout f € Op(V"), on a [ (Nlor < Iflves ot |- lor et |-+ désignent les
normes uniformes sur U’ et V’).

Nous pouvons caractériser ces morphismes de la fagon suivante.
Proposition 2.1.2. — Soient U et V des ouverts d’espaces affines analy-
tiques sur A. Soit (¢, %) : (U, Op) = (V, Ov) un morphisme d’espaces locale-
ment annelés. Les deuzr conditions suivantes sont équivalentes :

i) le morphisme (¢, %) est un morphisme analytique ;

ii) pour tout x € U, leatension de corps k(p(z)) — r(x) induite par ¢* est
1Sométrique.
Démonstration. — i) == i) Soit a € k(p(z)). Soit f € Oy ) un relevé
de a. Soit V’ un voisinage compact de ¢(x) dans V sur lequel f est définie.
Soit U’ un voisinage compact de x dans ¢~ !(V’). Par hypothése, on a

le* (Nllor < (1 Fllve
et, en particulier,

() @) < (1f v

En outre, on a I’égalité

lal = [f(p()| = Tim ]y,

V'2e(z)
ou V' parcourt les voisinages compacts de ¢(z) dans V sur lesquels f est défini.
On en déduit que

[P (F)(@)] < [ f ()],
puis que

() (@)] = [ f ()]
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en distinguant selon que a est nul, auquel cas I'égalité évidente, ou non nul,

auquel cas le résultat découle de I'inégalité pour a ™.

it1) = 1) Soient € U, V' un voisinage compact de ¢(z) dans V et U’ un
voisinage compact de z dans o~ *(V’). Soit f € Oy (V'). Par hypothése, pour
tout 2’ € U’, on a

1 (F) (@) = [£(e@))] < [ fllv-
Le résultat s’en déduit. ]

Il est utile de noter que les morphismes analytiques induisent également des
morphismes entre anneaux du type B(W). Remarquons que, si W est une partie
compacte d’'un espace affine, tout élément de O(W) (au sens surconvergent)
induit, par définition, une fonction

W — | | H(),
zeW

et de méme pour tout élément de B(W). On peut donc comparer des éléments
de O(W) et B(W).

Lemme 2.1.3. — Soient U et V des ouverts d’espaces affines analytiques
sur A et o: U — V un morphisme analytique. Soit x € U et soit V' un
voisinage compact de p(x) dans V. Alors il existe un voisinage compact U’
de x dans U tel que o(U’) C V' et, pour tout F € B(V'), wﬁ(F‘f/,)w/ e B(U").
Démonstration. — Soit n € N (resp. m € N) tel que U (resp. V) soit
un ouvert de l'espace affine A'y™ (resp. A'™). Notons T = (T1,...,T,)
(resp. S = (S1,...,5m)) les coordonnées sur ce dernier. Posons ¢f(S) :=
(F(51), ., H(Sm)). o

Soit U’ un voisinage compact de x dans U tel que p(U’) C V'. Soit M €
R tel que, pour tout i € [1,m], on ait ||©*(S;)||;r < M. Quitte a res-
treindre U’ on peut supposer que, pour tout i € [[1,m], il existe une suite de
fractions rationnelles (A;,(T))pen sans poles sur U’ qui converge uniformé-
ment vers ¢¥(S;) sur U’. On peut également supposer que, pour tout p € N,
on a ||A; p(T)||gr < M. Posons Ap(T) = (A1 p(T), ..., Amp(T)).

Soit F € B(V'). 1l existe une suite de fractions rationnelles (B,(S) =
Pq(S))
Qq(S)/geN

Soit NV € N. Il existe gy € N tel que
Py ( 1

2wl =

sans poles sur V' qui converge uniformément vers F sur V’.

|-
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et donc

ﬁ
ety - (29| = e - el

Il existe Cy € Ry tel que, pour tout corps valué¢ (K, |-|) tel qu’il existe

1
U 2N+1'

un morphisme borné : A — K et tous ai,...,am,b1,...,bpn € K tels que
maxi<i<m(|bi — a;[) < M, on ait

[9(Pan ) (0) = 9(Pyy )(a)| < Oy max ([b; — ai)

1<i<

et
[%(Qqx ) (0) = $(Qqx) ()| < Cn max (Jb; — ayl).
Par hypothése, Qg (S) ne s’annule pas sur V’. Par compacité de V', on a
my = inf({]Quy ()W) sy € V1) > 0.

La borne inférieure de la valeur absolue de ¢#(Qqy (S)) = Qg (¢*(S)) sur U’
est donc supérieure & my, donc il existe py € N tel que, pour tout p > py,

inf ({Qux (Ap)(2)] 2 € U'}) > 5 i > 0.

On en déduit qu’il existe ply > pn tel que

H n (P4(9)) P‘]N(APIN(T))’ _ 1
Qan (P*(S))  Qqy (Ap’N () llgr = 2N+
et donc
ngﬁ(F)— PQN(AP'N(T))‘ < i
QQN (AP'N (T>) v’ 2N
Le résultat s’ensuit. O

Concluons avec un exemple classique et fondamental.
Exemple 2.1.4. — Soient n,m € N. Soient U un ouvert de A"/ et
fi,..., fn € O(U). Nous allons expliquer comment construire un morphisme
analytique ¢p: U — AZ’aﬂ a partir de ces données. Plus précisément, si 1’'on
désigne par 11,...,T, les coordonnées sur ATm, le morphisme ¢ satisfera la

condition suivante :

Vi € [[17”]]7 @ﬁ(Ti) = fz
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Commengons par définir 'application ensembliste sous-jacente. Soit x € U.
Notons ¢(z) le point de A;* associé a la semi-norme multiplicative

.A[Tl,...,Tn] — RZO
P(Ty,...,Ty) = |P(fi(x),..., fa(x)|

On définit ainsi une application p: x € U — ¢(x) € A™. Sa continuité
découle du lemme [1.2.16]
Il suit également de la définition que, pour tout point z de U, on a un

morphisme de corps isométrique
ol Hip(x)) — H(z).

Construisons, a présent, Papplication of. Soient V un ouvert de Azl’an et g
un élément de O(V). Par définition, ce dernier est une application

g:V— HH(y)

yev
telle que

i) pour tout y € V, on a g(y) € H(y);
ii) pour tout y € V, il existe un voisinage compact V;, de y dans V' tel que g
soit limite uniforme sur V,, d’une suite de fractions rationnelles sans poles.

Posons

(g): o '(V) —  J[ H@)

zcp~1(V)
r o ohgle()))

Montrons que ¢f(g) est un élément de O(p~1(V)).

Soit € ¢~ 1(V). Posons y := ¢(x). 1l existe un voisinage compact V,

P;

de y dans V' et une suite de fractions rationnelles (67 sans poles sur V,,

)z‘eN

qui converge uniformément vers g sur Vj,. Soit U, un voisinage compact de x
5 —1 14 A 9 <111 Pi(flv"'7fn) YAl A 9

dans ¢~ (V})). Considérons la suite (7@(]01““%) >ieN d’éléments de O(Uy). Pour

tout 2’ € Uy, on a

‘Pi(fh .- 7fn)($,)
Qi(flv s 7fn)(‘7:/)
Pi(f1,-fn)

On en déduit que la suite (m

oo

— ¢ (g)(a’)

)‘eN converge uniformément vers ¢f(g)
1

sur U,. Par conséquent, ¢*(g) appartient bien a O(¢~1(V)).
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Remarquons que, pour tout x € ¢~ 1(V), on a

(*) 6% (9) ()] = lg(o(z))].

Cette égalité entraine que le morphisme ¢: Oy(z)y — Oy est un morphisme
local d’anneaux locaux. Pour le démontrer, il suffit d’utiliser le fait que, dans
chacun de ces anneaux locaux, 'idéal maximal est constitué des éléments qui
s’annulent au point considéré.

Finalement, nous avons défini un morphisme d’espaces localement annelés
p: U — AZ(an. D’aprés @, c’est un morphisme analytique. Par construction,
pour tout i € [1,n], on a ©#(T}) = f;.

Ajoutons que le morphisme ¢ que nous venons de construire est I'unique
morphisme qui satisfasse les conditions f(T;) = f;. Cette propriété découle
directement des définitions. Nous renvoyons au début de la preuve de la pro-
position pour les détails. (La condition d’anneau de base géométrique qui
figure son énoncé n’intervient pas dans le cadre de notre exemple.)

Ezxemple 2.1.5. — Lorsque n < m et qu’'on applique le résultat de
l’exemple avec U = Azl’an et, pour tout ¢ € [1,n], f; = T;, on obtient un
morphisme analytique
Tt ATy AT
qui n’est autre que la projection sur les n premiéres coordonnées (cf. défini-
tion .
Dans le cas particulier oit n = 0, on obtient un morphisme analytique

T s AP™ — M(A),
qui n’est autre que la projection sur la base (cf. définition [1.2.18)). On I'appelle

également morphisme structural.

2.1.2. Modéles locaux A-analytiques. —

Définition 2.1.6. — Soit U un ouvert de AZ’an. Un fermé analytique de U
est un quadruplet (X, Ox,j,Z), ot Z est un faisceau cohérent d’idéaux de Oy,
X est le support du faisceau Oy /Z, j: X — U l'inclusion canonique et Ox le
faisceau j71(Op/Z). Le couple (X, Ox) est un espace localement annelé.
Remarque 2.1.7. — Soient (X, Ox, j,Z) un fermé analytique d’un ouvert U
de AZ’an et Y un ouvert de X. Il existe alors un ouvert V de U tel que XNV =
Y et Y hérite naturellement d’une structure de fermé analytique de V, le

faisceau d’idéaux associé étant Z)y,.
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Définition 2.1.8. — Soit (X,0x,7,Z) un fermé analytique d'un ou-
vert U de AZ’an. On a un morphisme naturel j*: Oy — 5,0x = Oy/Z. Le
couple (4, j%) définit un morphisme d’espaces localement annelés de (X, Ox)
dans (U, Op) appelé immersion fermée de X dans U.

Ce morphisme est injectif et induit des isomorphismes isométriques entre les
corps résiduels.

Définition 2.1.9. — Un modéle local A-analytique est la donnée d’un en-
tier n, d’'un ouvert U de AZ’an et d’'un fermé analytique X de U.

Le morphisme A" — M(A) de I'exemple induit un morphisme
d’espaces localement annelés 7: X — M(A) appelé morphisme structural.
Définition 2.1.10. — Soient X et Y des modéles locaux A-analytiques. Par
définition, il existe des immersions fermées jiy: X - U et jy: Y — V,ou U
et V sont des ouverts d’espaces analytiques sur A.

Un morphisme analytique de X dans Y est un morphisme d’espaces loca-
lement annelés ¢p: X — Y vérifiant la condition suivante : pour tout point z
de X, il existe un voisinage ouvert U’ de jy(z) dans U et un morphisme ana-
lytique @: U" — V tels que le diagramme

-
J

<

v

—

J'U]\
(

jg (U") ——

~

commute.
Ezemple 2.1.11. — Le morphisme structural 7: X — M(A) est un mor-
phisme analytique.
Remarque 2.1.12. — Soit ¢: X — Y un morphisme analytique entre mo-
déles locaux A-analytiques. Soient X’ et Y’ des ouverts de X et Y respec-
tivement tels que p(X’) C Y’. Alors, ¢ induit par restriction un morphisme
analytique X’ — Y.
Lemme 2.1.13. — La notion de morphisme analytique entre modéles locauz
A-analytiques est locale a la source et au but.

Soit ¢: X — Y un morphisme d’espaces localement annelés entre modéles
locaux A-analytiques. Alors ¢ est un morphisme analytique si, et seulement si,

pour tout point x de X et tout point y de Y, il existe un voisinage ouvert X’
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de z et un voisinage ouvert Y' de y tels que o(X') C Y’ et le morphisme
X' — Y’ induit par ¢ soit un morphisme analytique. O
Lemme 2.1.14. — Les morphismes compatibles entre modéles locauxr A-
analytiques analytiques se composent.

Soient ¢: X =Y et :Y — Z des morphismes analytiques entre modéles
locaux A-analytiques. Alors ¢ o ¢ est un morphisme analytique. O
Proposition 2.1.15. — Soit ¢: X =Y un morphisme entre modéles locaux
A-analytiques. Pour tout point x de X, l’extension de corps k(p(x)) — k(z)
induite par le morphisme o' est isométrique.

Démonstration. — On se raméne immédiatement au cas ou X et Y sont des

ouverts d’espaces affines analytiques. Le résultat découle alors de la proposi-
tion [2.1.2) ]

2.1.3. Espaces A-analytiques. —
Définition 2.1.16. — Soit X un espace localement annelé.

Une carte A-analytique de X est la donnée d’un ouvert U de X, d’un mo-
dele local A-analytique Zy et d’un isomorphisme d’espaces localement anne-
lés ju: U = Zp.

Un atlas A-analytique de X est un ensemble {(U, Zy, ju) }vey de cartes A-
analytiques de X tel que I’ensemble {U}y¢y forme un recouvrement ouvert
de X et que, pour tous U, U’ € U, le morphisme

ju o gy ju(UNU) — ju(UNU’)
soit un isomorphisme analytique (entre modeéles locaux A-analytiques).

Deux atlas A-analytiques sur X sont dits compatibles si leur réunion est
encore un atlas A-analytique de X. Cela définit une relation d’équivalence sur
I’ensemble des atlas A-analytiques d’un espace localement annelé.
Remarque 2.1.17. — 1l existe un unique atlas maximal compatible avec un
atlas donné sur un espace A-analytique. On I'obtient en considérant la réunion
de tous les atlas avec lesquels il est compatible.

Définition 2.1.18. — Un espace A-analytique est un espace localement an-
nelé muni d’une classe d’équivalence d’atlas A-analytiques.

Les morphismes structuraux des cartes d’un espace A-analytique X se re-
collent en un morphisme d’espaces localement annelés 7: X — M(A), encore

appelé morphisme structural.
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Lorsque nous parlerons d’un atlas d’'un A-espace analytique, il s’agira d’un
élément de cette classe d’équivalence.
Remarque 2.1.19. — Soit X un espace A-analytique. Tout ouvert U de X
hérite par restriction d’une structure d’espace A-analytique.
Remarque 2.1.20. — 11 découle de la définition que les propriétés lo-
cales des espaces affines A-analytiques se transférent aux espaces A-analytiques
généraux. Par exemple, tout espace A-analytique est localement compact (et
donc localement séparé).
Remarque 2.1.21. — Lorsque A = k est un corps valué complet, la défini-
tion [2.1.18] ne permet pas de retrouver tous les espaces k-analytiques définis
par V. Berkovich dans [Ber90, [Ber93|, mais seulement les espaces sans bords.

Soit X un espace A-analytique. A tout point 2 de X, on peut associer un
corps résiduel k(x). En choisissant une carte de X contenant x, on peut mu-
nir k(z) d’une valeur absolue. D’aprés la proposition celle-ci ne dépend
pas du choix de la carte.
Définition 2.1.22. — Soit X un espace A-analytique. Soit z € X. On munit
le corps résiduel k(z) de la valeur absolue provenant de n’importe quelle carte
de X contenant x. On note H(x) le complété correspondant.

Pour tout f € Ox(X), on note f(z) 'image de f dans H(x).
Lemme 2.1.23. — Soit X un espace A-analytique. Pour tout f € Ox(X),
Uapplication

est continue.
Démonstration. — On se raméne au cas d’'un modéle local, puis au cas d’un

espace affine analytique, et on conclut alors par le lemme [1.2.16 O

Définition 2.1.24. — Soient X et Y deux espaces A-analytiques. Un mor-
phisme analytique de X dans Y est une application ¢: X — Y vérifiant la
propriété suivante : pour tout x € X, il existe une carte U de X contenant x
et une carte V de Y telles que ¢~ (V) soit un ouvert de X et le morphisme

YA ﬂjU((pil(V)) — Zy

induit par jy oo jljl soit un morphisme analytique (entre modéles locaux

A-analytiques).
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On note Hom 4 on(X,Y) lensemble des morphismes analytiques de X
dans Y.

Remarque 2.1.25. — Un morphisme analytique ¢: X — Y est un mor-
phisme d’espaces localement annelés.

La définition donné est abusive en ce qu’elle ne précise pas les atlas choisis
sur X et Y (au sein de la classe d’équivalence fixée). On vérifie cependant
qu’elle ne dépend pas de ces choix, car la notion de morphisme analytique
entre modéles locaux A-analytiques est locale (c¢f. lemme [2.1.13]).

Ezemple 2.1.26. — Le morphisme structural 7: X — M(A) est un mor-
phisme analytique.

Nous disposons de résultats analogues a ceux des lemmes [2.1.19] et [2.1.14] et
de la proposition [2.1.15
Proposition 2.1.27. —

i) La notion de morphisme analytique d’espaces A-analytiques est locale a la

source et au but (au sens du lemme .

ii) Les morphismes compatibles d’espaces A-analytiques se composent (au
sens du lemme .

i11) Les morphismes d’espaces A-analytiques induisent des plongements iso-
métriques entre les corps résiduels (au sens de la proposition .

O
Définition 2.1.28. — La catégorie des espaces A-analytiques est la catégorie
dont les objets sont les espaces A-analytiques et dont les morphismes sont les

morphismes analytiques. Nous noterons A— An cette catégorie.

2.2. Catégorie des espaces analytiques au-dessus de A

Nous définissons ici une catégorie plus grande que A—An. Elle nous permet-
tra de procéder & des extensions des scalaires.
Définition 2.2.1. — Un espace analytique au-dessus de A est la donnée d'un
morphisme borné d’anneaux de Banach A — B et d'un espace B-analytique.
Remarquons que l'espace B-analytique est alors muni une structure d’espace

localement A-annelé.



2.2. ESPACES ANALYTIQUES AU-DESSUS DE A 75

Soit 7: B — B’ un morphisme borné de A-algébres de Banach. Notons
M(1): M(B") — M(B) le morphisme d’espaces localement annelés associé
(cf. lemme [1.2.12]).

Nous allons maintenant définir une notion de morphisme d’espaces ana-
lytiques au-dessus de 7, allant d’un espace B’-analytique vers un espace B-
analytique. Nous procéderons de la méme maniére que pour les morphismes
d’espaces A-analytiques en commengant par définir les morphismes entre ou-
vert d’espaces affines analytiques.

Définition 2.2.2. — Soient U un ouvert d’un espace affine analytique sur 5’
et V un ouvert d’un espace affine analytique sur B. Un morphisme analytique
de U dans V au-dessus de T est un morphisme d’espaces localement annelés

p: U — V qui fait commuter le diagramme

—F SV

U
l” x

mMmBy 2 (B

ou les morphismes verticaux sont les morphismes structuraux, et qui satisfait
la condition suivante : pour toute partie compacte U’ de U et toute partie
compacte V' de V telles que p(U’) C V', le morphisme Oy (V') — Oy (U’)
induit par ¢ est contractant (i.e. pour tout a € Oy (V’), on a |¢?(a)||yr <
llallv, ot ||- ||+ et ||-|ly+ désignent les normes uniformes sur U’ et V).
Remarque 2.2.3. — Dans la situation de la définition précédente, le mor-
phisme 7 munit U d’une structure d’espace localement B-annelé et le mor-
phisme analytique ¢ respecte cette structure.
Exemple 2.2.4. — Soit n € N. D’aprés le lemme le morphisme 7
induit un morphisme d’espaces localement annelé A7 Ag’fm — AZ,’an. Clest
un morphisme analytique au-dessus de 7.
Définition 2.2.5. — Soient X un fermé analytique d’'un ouvert U d’un es-
pace affine analytique sur A et Y un fermé analytique d’un ouvert V' d’un
espace affine analytique sur A. Notons jiy: X — U et jy: Y — V les immer-
sions fermées associées.

Un morphisme analytique de X dans Y au-dessus de T est un morphisme
d’espaces localement annelés p: X — Y vérifiant la condition suivante : pour

tout point x de X, il existe un voisinage ouvert U’ de jy(z) dans U et un
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morphisme analytique ¢: U’ — V au-dessus de 7 tels que le diagramme

v —2 vy

iv] w]

jg (U —= Y

commute.

Définition 2.2.6. — Soient X un espace B’-analytique et Y un espace B-
analytique. Un morphisme analytigue de X dans Y au-dessus de T est une
application ¢: X — Y vérifiant la propriété suivante : pour tout z € X, il
existe une carte U de X contenant x et une carte V de Y telles que ¢~ 1(V)

soit un ouvert de X et le morphisme
Zu N jule™ (V) — Zv

induit par jy o ¢ o ji; ! soit un morphisme analytique au-dessus de 7.

On note Homay, +(X,Y) l'ensemble des morphismes analytiques de X
dans Y au-dessus de 7.
Remarque 2.2.7. — Comme dans le cas des morphismes entres espaces A-
analytiques, les morphismes analytiques au-dessus de 7 sont des morphismes
d’espaces localement annelés.
Remarque 2.2.8. — Dans la situation de la définition précédente, on a un
diagramme commutatif

X —* vy
|
M(B)

En particulier, le morphisme analytique ¢ respecte les structures d’espaces

M) 2 mB)

localement B-annelés de X (induite par le morphisme 7: B — B') et Y.
Remarque 2.2.9. — Supposons que le morphisme 7 est le morphisme iden-
tité id: B — B (et donc que B’ = B). La notion de morphisme analytique
au-dessus de id coincide alors avec celle de morphisme analytique entre es-
paces B-analytiques.

Les propriétés des morphismes entre espaces A-analytiques se transposent
mutatis mutandis & notre nouveau cadre.
Proposition 2.2.10. —
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i) La notion de morphisme analytique au-dessus de T est locale a la source
et au but (au sens du lemme .

i1) Les morphismes analytiques au-dessus de T induisent des plongements iso-
métriques entre les corps résiduels (au sens de la proposition .

O
La propriété de composition prend une forme un peu différente.

Lemme 2.2.11. — Soientt: B — B et7': B — B" deuz morphismes bornés
de A-algebres de Banach. Soient ¢: X — Y un morphisme analytique au-
dessus de 7' et 'Y — Z un morphisme analytique au-dessus de 7. Alors le
morphisme p'op: X — Z est un morphisme analytique au-dessus de 7'or. [
Définition 2.2.12. — La catégorie des espaces analytiques au-dessus de A
est définie comme suit. Ses objets sont les espaces analytiques au-dessus de A.
Pour toutes A-algébres de Banach B et I/, tout espace B’-analytique X et tout
espace B-analytique Y, ’ensemble des morphismes de X dans Y est

Homan, (X,Y) := | JHoman,(X,Y),

ot 7 parcourt I’ensemble des morphismes bornés de A-algébres de Banach de B
dans B'.

On note Any la catégorie des espaces analytiques au-dessus de A.
Exemple 2.2.13. — Soit X un espace A-analytique. A tout point = de X,
on peut associer canoniquement un morphisme 7, : M(H(x)) — X d’espaces
analytiques au-dessus de A dont I'image est {z}.

Pour le construire, on peut raisonner localement et donc supposer que X est
un fermé analytique d’un ouvert de AZ’an. Le morphisme ev,: A[TY,...,T,] —
H(x) d’évaluation en x induit alors le morphisme

Yo: M(H(z)) — X — AZ’an

recherché. C’est un morphisme au-dessus du morphisme 4 — H(x) obtenu en

restreignant le morphisme ev,.

2.3. Immersions d’espaces analytiques

Revenons maintenant a la catégorie des espaces A-analytiques A—An.
Définition 2.3.1. — Soit (X, Ox) un espace A-analytique. Un fermé ana-
lytique de X est un quadruplet (Z,0yz,j,Z), ou Z est un faisceau cohérent
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d’idéaux de Ox, Z le lieu des zéros de Z, j: Z — X l'inclusion canonique et
Oy le faisceau j~1(Ox/T).

L’espace (Z,0z) est naturellement muni d’une structure d’espace .A-
analytique, obtenue en restreignant les cartes des atlas de X.
Remarque 2.3.2. — Soient X un espace A-analytique et F un faisceau cohé-
rent sur X. Alors 'annulateur Ann(F) de F est un faisceau d’idéaux cohérents
dont le lieu des zéros coincide avec le support de F (cf. [GR84) Annex, §4,
5]). En particulier, le support de F est naturellement muni d’une structure de
fermé analytique de X.
Définition 2.3.3. — Soit i: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
On dit que ¢ est

— une immersion ouverte s’il induit un isomorphisme entre X et un ou-
vert de Y (qui hérite naturellement d’une structure d’espace analytique
d’aprés la remarque ;

— une immersion fermée s’il induit un isomorphisme entre X et un fermé
analytique de Y ;

— une immersion s’il existe une immersion ouverte 4; et une immersion

fermée iy telles que 7 = i1 o io.

Enoncons quelques propriétés des immersions.

Lemme 2.3.4. — Soient i: X — Y wune immersion fermée d’espaces A-
analytiques. Soit T le noyau du morphisme Oy — i,Ox. C’est un faisceau
d’idéaux cohérent. Notons Z le fermé analytique de'Y qu’il définit et j: Z —'Y
le morphisme d’inclusion. Alors, il existe un unique isomorphisme d’espaces A-
analytiques ¥: X — Z tel que i = j o 1. O
Lemme 2.3.5. — Soit ¢: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Soit U un ouvert de Y et notons iiy: U — Y Uimmersion ouverte associée.
Supposons que o(X) C U. Alors, le morphisme ¢ se factorise par iy.

Démonstration. — Le résultat découle du fait que la notion de morphisme

analytique est locale au but, cf. proposition [2.1.27} i). [

Proposition 2.3.6. — La composée d’un nombre fini d’tmmersions ouvertes
(resp. immersions fermées, resp. immersions) est une immersion ouverte (resp.
immersion fermée, resp. immersion).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le résultat pour la composée de deux

morphismes. Le résultat pour les immersions ouvertes et fermées est immédiat.
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Soient i: X — Y et j: Y — Z des immersions. On suit la preuve pour le
cas des schémas, cf. [Sta20, lemma 02VO0). Ecrivons i = i1 0 ip et j = j1 0 jo
ol is: X = U et jo: Y — V sont des immersions fermées et i1: U — Y et
j1: V — Z sont des immersions ouvertes. Il existe un ouvert V' de V tel que
U=j; L(v"). On peut alors écrire j o i comme la composée de I'immersion
ouverte

Vi—sV —Z

et de I'immersion fermée
X —U=jiYV)—V.
O

Lemme 2.3.7. — Soient ¢: X — 'Y un morphisme d’espaces A-analytiques
eti: Y' — 'Y une immersion fermée d’espaces A-analytiques. Le morphisme ¢
se factorise par i en tant que morphisme d’espaces A-analytiques si, et seule-
ment si, il se factorise par i en tant que morphisme d’espaces localement an-
nelés.

Démonstration. — Si ¢ se factorise par ¢ en tant que morphisme d’espaces A-
analytiques, il se factorise par ¢ en tant que morphisme d’espaces localement
annelés, par définition.

Démontrons I'implication réciproque. Supposons qu’il existe un morphisme
d’espaces localement annelés ¢': X — Y tel que ¢ =i 0 ¢’. On veut montrer
que ¢’ est un morphisme d’espaces analytiques. Par définition, Y est isomorphe
a Z dans la catégorie des espaces A-analytiques. On peut donc supposer que
Y'=Z et que i: Z — X est le morphisme d’inclusion.

La question étant locale, on peut supposer que X et Y sont des fermés ana-
lytiques d’ouverts U et V' d’espaces affines et que ¢ se reléve en un morphisme
@: U — V. L’espace Z est alors un fermé analytique de V et le morphisme ¢
reléve ¢'. Le résultat s’ensuit. O

Proposition 2.3.8. — Soit p: X — Y un morphisme d’espaces A-
analytiques. Soit i: Y' — Y une immersion fermée d’espaces A-analytiques.
Soit T un faisceau cohérent d’idéauzr définissant le fermé analytique Z = i(Y")
de Y. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) le morphisme @ se factorise par i, en tant que morphisme d’espaces ana-

lytiques ;
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ii) Uapplication o*T — ¢*Oy = Ox est nulle.
En outre, lorsqu’elle sont satisfaites, le morphisme ¢': X — Y’ tel que ¢ =
ioy est unique.
Démonstration. — Dans la catégorie des espaces localement annelés, le résul-

tat est démontré dans [Sta20), lemma 01HP]. Notre résultat s’en déduit en
utilisant le lemme [2.3.7] O

Proposition 2.3.9. — Soit i: X — Y wune immersion d’espaces A-

analytiques. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) le morphisme i est une immersion fermée ;

i1) limage de i est fermée dans'Y .
De méme, les propositions suivantes sont équivalentes :

i’) le morphisme i est une immersion ouverte ;

ii’) l’image de i est ouverte dans 'Y .

Démonstration. — L’implication i) = i) est évidente. Démontrons ii) =
i). On suit la preuve de [Sta20], lemma 011Q)| (pour les schémas). Supposons
que (X)) est fermée dans Y. Puisque le morphisme i est une immersion, il
induit un isomorphisme avec son image et il suffit donc de montrer que i(X)
est un fermé analytique de Y. Par définition, il existe un ouvert U de Y et un
faisceau d’idéaux cohérent Z sur U tel que i(X) soit le fermé analytique de U
associé a l'idéal 7.

Remarquons que 'on a

Linicx) = Onicx) = (Ovviex) o)

On peut donc définir un faisceau d’idéaux cohérent J en recollant Z et Oy ;(x)-
Le faisceau O/ J est alors supporté sur U et sa restriction a U est égale & Oy /Z.
Le résultat s’en déduit.

L’équivalence ') <= ii’) découle directement des définitions. O
Proposition 2.3.10. — Soit i: X — Y un morphisme d’espaces A-
analytiques. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) le morphisme i est une immersion ;
i1) pour tout y € i(X), il existe un voisinage ouvert de V de y dans'Y tel que

le morphisme i~ (V) — V induit par i soit une immersion fermée.
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Démonstration. — L’implication i) = i) découle des définitions. Démon-
trons ii) == 14). Supposons que, pour tout y € i(X), il existe un voisinage V,
de y dans Y tel que i induise un isomorphisme entre i~1(V,) et un fermé
analytique Z, de V,, défini par un faisceau d’idéaux cohérent Z9.

Posons U := Uyei( x) Vy- Clest un ouvert de Y sur lequel les faisceaux 7Y
se recollent en un faisceau d’idéaux cohérent Z. On vérifie que le morphisme ¢
induit un isomorphisme entre X et le fermé analytique de Y défini par Z. O






CHAPITRE 3

QUELQUES RESULTATS TOPOLOGIQUES SUR
LES ANNEAUX DE FONCTIONS
ANALYTIQUES

Le but principal de ce chapitre est de démontrer un résultat de fermeture des
idéaux du faisceau structural. Il sera essentiel, par la suite, dans la démonstra-
tion des propriétés de la catégorie des espaces analytiques (cf. proposition
dont découle le théoréme ou pour obtenir des propriétés d’annulation co-
homologiques sur des espaces ouverts (cf. théoréme .

Dans la section [3.1] nous démontrons des résultats techniques permettant de
comparer des normes (norme résiduelle, norme quotient, etc.) sur des anneaux
de Banach. Nous commencons par rappeler quelques définitions et résultats is-
sus de [Poil0al, et les adaptons ensuite afin de pouvoir les appliquer a d’autres
anneaux.

La section contient le coeur technique de ce chapitre : la démonstration
d’une version raffinée du théoréme de division de Weierstrafs dans laquelle
on garde un controéle sur les normes du reste et du quotient.

Dans la section nous démontrons finalement un résultat de fermeture
pour les idéaux du faisceau structural ou, plus généralement, les sous-modules
d’une puissance finie du faisceau structural. Pour ce faire, nous devons impo-
ser a ’anneau de base au-dessus duquel nous travaillons de satisfaire certaines
conditions, que nous regroupons sous le vocable d’anneau de base géométrique.
Nos exemples usuels (corps valués, anneaux d’entiers de corps de nombres,
corps hybrides, anneaux de valuation discréte, anneaux de Dedekind triviale-

ment valués) satisfont ces conditions.
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3.1. Normes sur les quotients

Soit (A,]|-]|) un anneau de Banach. Posons B := M(A). Soit G(S) un
polyndéme unitaire non constant a coeflicients dans A :

d—1
G=58"+> g5 € Als].

i=0
Dans cette section, nous étudierons plusieurs normes et semi-normes dont on

peut munir le quotient A[S]/(G(S)).

3.1.1. Généralités. — Cette section est reprise de [Poil0Oal §5.2].

Nous noterons encore ||-|| la norme sur A% définie par
-] Al — R>o
(agy...,aq—1) +— max(||aoll,--.,|lag—1l)

Nous avons un isomorphisme
ng: Al — A[dS]l/(G(S))
(agy ... a4-1) +—> Zai St
=0
Définition 3.1.1. — On appelle norme divisorielle sur A[S]/(G(S)) la
norme || -||giv définie par
1Fllaiv = lIng (F)]

pour F' € A[S]/(G(S)).
Introduisons maintenant les semi-normes résiduelles. Pour v € R~¢, consi-

dérons la norme || -||, sur A[S] définie par
- | a9t
Il = guass (loal o)
n .
pour F' = Zai St e AlS).
i=0
Déﬁnitimlz 3.1.2. — Pour v € R, on appelle semi-norme résiduelle de
rayon v la semi-norme ||- ||, vés sur A[S]/(G(S)) définie par
| Flvres := inf (|F']], : F' € A[S],F'=F mod G)

pour F' € A[S]/(G(Y9)).
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Soit v1 un élément de R~ g satisfaisant 1'inégalité

d—1 ‘
> llgill vi <
i=0

Proposition 3.1.3 (|Poil0al théoréme 5.2.1, lemmes 5.2.2 et 5.2.3])

Soit v > v1. On a les propriétés suivantes :

DN |

i) la semi-norme ||.||yvés sur A[S]/(G(S)) est une norme;
ii) Uanneau A[S]/(G(S)) muni de ||-||y s €st un anneau de Banach ;
iii) pour tout F' € A[S]/(G(S)) on a les inégalités :

U_d+1HF||v,rés < Fllaw < QHFHv,réS‘

En particulier, les normes |- ||aiv et les normes |- ||y rés pour v > vy sont
toutes équivalentes. O

Les constantes que nous donnons ne figurent pas dans ’énoncé de [Poil0al,
théoréme 5.2.1|, mais sa preuve les fournit.
Définition 3.1.4. — On appelle semi-norme spectrale sur A[S]/(G(S5)) la
semi-norme ||-||sp obtenue comme semi-norme spectrale de ||- ||y, w¢s. Elle est
indépendante du choix de vy.

Notons Zg le fermé de Zariski de A}‘{an défini par 'équation G = 0. Le
morphisme d’anneaux de Banach A — A[S]/(G(S)) induit un morphisme

d’espaces localement annelés

©aG: ZG — B.

Soit v9 un élément de R~ satisfaisant 1'inégalité

S 1L/
vz max (o)

Lemme 3.1.5 (|[Poil0al lemme 5.2.4]). — Pour tout v > vs, le disque D g(v)
contient toutes les racines de G dans A}‘{an et le spectre de 'anneau A[S]/(G(S))
muni de ||-||yrés s'identifie & Zg.

En particulier, d’apreés le lemme la semi-norme spectrale || - ||sp $"iden-
tifie a la semi-norme uniforme sur Zg. O

3.1.2. Condition (BNg). — Nous introduisons ici une condition permet-

tant de comparer normes résiduelles et normes spectrales dans le cadre de la
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section Il s’agit d’un outil technique qui sera pour nous crucial dans la
suite.

Cette section est principalement reprise de [PoilOal §5.3| et [Poil3al, §6].
Signalons un changement de notation : la condition (Ng) de [Poil3al sera
notée ici (BNg), en vue d’une généralisation a la section
Définition 3.1.6 (|Poil3a, définition 4.1]). — On dit qu’une partie com-
pacte U de B satisfait la condition (BNg) si elle est spectralement convexe
et 'il existe vy € R tel que, pour tout v > vy, la semi-norme ||- ||t rés
sur B(U)[S]/(G(S)) soit équivalente & la semi-norme spectrale.

On peut supposer que vy satisfait les inégalités

d—1

>l v < 5 et wo > max (sl ™)
Nous nous placerons toujours sous cette hypothése dans la suite.
Proposition 3.1.7 (|[Poil0al proposition 5.3.3]). — Soit U une partie com-
pacte de B qui satisfait la condition (BNg). Alors, pour tout v > vy, les
Uwrés sur B(U)[T|/(G(T)) sont équivalentes a la norme
uniforme sur gog;l(U). De plus, le morphisme de A-algébres de Banach naturel

normes |- ||v.aiv €t ||-|

B(U)[T)/(G(T)) — Blpg'(U)),

ou goél(U) est vu comme partie de Ai{an, est un isomorphisme bi-borné. [

Nous rappelons maintenant quelques conditions suffisantes pour que la
condition (BNg) soit satisfaite. En pratique, nous utiliserons la premiére
dans la partie ultramétrique de l’espace et la seconde dans la partie de
caractéristique nulle.

Proposition 3.1.8 (|Poil3al, corollaire 6.3 et proposition 6.14])

Soit U une partie compacte et spectralement convexe de B. Supposons que U

posséde un bord analytique U'y satisfaisant 'une ou l'autre des conditions sui-

vantes :
1. Ty est fini et, pour tout v € 'y, G(v) est sans facteurs multiples ;
2. la fonction |Rés(G,G")|, ou Rés(G,G’) désigne le résultant des poly-
nomes G et G', est bornée inférieurement sur I'y par une constante

strictement positive.

Alors, U satisfait la condition (BNg). O
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Dans le cas particulier ou le polynome G est de degré 1, la condition (BN¢)
est toujours vérifiée (ce que I'on peut démontrer soit directement, soit a 1’aide
de la proposition . A T’aide des résultats de ce paragraphe, nous obtenons
I’énoncé suivant. Notons qu’il serait ici plus simple de le démontrer directement.
Proposition 3.1.9. — Supposons que le polynome G est de degré 1. Alors,
pour toute partie compacte spectralement conveze U de B, la norme |- ||uaiv
sur B(U)[T)/(G(T)) est équivalente a la norme uniforme sur o5 (U) et le

morphisme de A-algébres de Banach naturel
B(U) = B(U)[T]/(G(T)) — Blpg'(U))

est un isomorphisme bi-borné.

En particulier, le morphisme naturel Zg — B est un isomorphisme d’espaces
annelés. O

Les résultats précédents peuvent s’appliquer dans le cadre d’endomor-
phismes polynomiaux de la droite.

Soit W une partie compacte et spectralement convexe de B. Soit P un po-
lynéme unitaire non constant a coefficients dans B(W). Le morphisme naturel

p: BOV)[T] — B(W)[T, S]/(P(S) = T) = B(W)[S]

induit un endomorphisme pp de Ag’(alf;/). Pour toute partie compacte spectra-

lement convexe U de Ag’(avr{,) (avec coordonnée T'), notons Zy p(s)_r le fermé

de Zariski de A;S’?II}) (avec coordonnée S) défini par I’équation P(S) — T = 0.
D’apreés la proposition il s’identifie & <p;,1(U ).

En particulier, pour tous 7,5 € R>p tels que 0 = r < sou 0 < r < s, si
U =Cw(r,s), Zy,ps)—r sidentifie & Cyy (P;r, s).
Corollaire 3.1.10 (|Poil3al proposition 7.1]). — Soient W, P,r, s comme
ci-dessus.  Supposons que Cw(r,s) satisfait la  condition (BNp(g)_).
Alors, pour tout w = wo, les normes |||z, ;o .aiv € 111Gy 1) wres

sur B(Cw (r,s))[S]/(P(S) — T) sont équivalentes a la norme uniforme
sur Cy (P;r,s). De plus, le morphisme de A-algébres de Banach

B(Cw (r,)[S]/(P(S) = T) — B(Cw(P;r,s))

est un isomorphisme bi-borné. O
On peut déduire de la proposition des conditions permettant d’assurer

que certaines couronnes Cyy (r, s) satisfont la condition (BNp(g)_1).
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Proposition 3.1.11 (|Poil3al proposition 6.5 et lemme 6.16])

Soient W, P,r, s comme ci-dessus.

i) Supposons que W est contenue dans la partie ultramétrique de B et posséde

un bord analytique fini. Alors Cyy(r,s) satisfait la condition (BNp(s)—1)-

ii) Supposons que P(b) € H(b)[T] est séparable. Soient r,1',s,s" € Rx>q tels

que r < 1" et 0 < s < s. Alors, il existe r1,72,51,52 € R>q vérifiant

r<r <ryg <71 ets < s < sy < s, un voisinage compact Vo de b

dans B et ¢ € Rxg tels que, pour toute partie compacte spectralement

conveze V' de Vy contenant b, tout u € [r1,ra] et tout v € [s1,s2], tout

Q € B(V)[T] tel que |Q — Pllv.eo < &, la couronne Cy (u,v) satisfasse la

condition (BNg(s)—r)-

O

L’énoncé de [Poil3al lemme 6.16] est moins précis que ii), mais sa preuve
fournit cette version raffinée.

Corollaire 3.1.12. — Soient b € B et x un point de A}ian (avec coordon-

née S) au-dessus de b. Soit V, une base fine de voisinages compacts spectra-

lement convezes de b dans B. Si H(b) est de caractéristique non nulle et tri-

vialement valué, supposons que tout élément de Vy posséde un bord analytique

fini. Alors x posséde une base fine V, de voisinages compacts spectralement

convezes de la forme

CV(P7 T, S))

avec V €V, P € B(V)[S] unitaire non constant et r,s € R>o. En outre, on
peut supposer que, pour tous V, P,r, s tels que 6V(P, r,s) appartienne a V,

i) Cp(P,r,8) est connexe ;
it) il existe un voisinage Vo de V' tel que P € B(Vp)[S] et ro,s0 € R>o avec
rg < r et so > s tels que, pour tout V' € V, contenu dans Vy et tous
', s € Rxg vérifiantrg < r' <r et sy > s > s, Cy/(P',1',s") appartienne
aVy;
i) la couronne Cy (r,s) (avec coordonnée T ) satisfait la propriété (BNp(sy—r)-
Démonstration. — Commengons par une remarque topologique qui nous per-
mettra d’assurer que les bases de voisinages que 'on construit sont fines.
Soient V' une partie compacte de B, P € O(V)[S] et r,s € R>¢. Soit U
un voisinage de C'y (P, 7, s). Alors, pour tout voisinage V' de V assez petit et
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tous ', s’ € R>g avec 1’ < r assez proche de r et s’ > s assez proche de s, on
aCy(Pr',s') CU.

L’énoncé découle alors des propositions [I.5.11] et [3.1.11], si z est rigide dans
la fibre au-dessus de b, et des propositions [1.5.12] et [3.1.11] sinon. O

Précisons le résultat dans le cas des points rigides épais.
Corollaire 3.1.13. — Soient b € B et x un point rigide épais de A}‘{an (avec
coordonnée S) au-dessus de b. Notons d le degré de ju., € K(b)[S]. Soit Py
un relevé unitaire de degré d de p, o dans Opp[S]. Soit Vy une base fine de
voisinages compacts spectralement convexes de b dans B sur lesquels Py est B-
définie. Alors x posséde une base fine V, de voisinages compacts spectralement

convezes de la forme

Dy (Py, s),
avec V € Vy et s € Rsg. En outre, on peut supposer que pour tous V, s tels que
Dy (Py, s) appartienne a V,

i) Dy(Py,s) est connexe;
it) il existe un voisinage Vo de V' et so € R>o avec so > s tels que, pour tout
V'€V, tel que V.C V' CVy et tout s' € s,sq], Dy+(P',s") appartienne
aVy.
Si gz est séparable ou si tout élément de V), posséde un bord analytique fin,

on peut également supposer que
i) le disque Dy (s) (avec coordonnée T ) satisfait la propriété (BNpy(s)—1)-

Si H(b) est ultramétrique et non trivialement valué, on peut également supposer

que

iii’) il existe Q € B(V)[S] unitaire de degré d tel que Q(b) € H(b)[T] soit
séparable et un intervalle ouvert I de R~q contenant s tels que, pour tout
voisinage compact spectralement convexe W de b dans V et tout s’ € I,
on ait Dy (Q,s") = Dy (Py,s') et le disque Dy (s) (avec coordonnée T')
satisfasse la propriété (BNg(sy—r)-

Démonstration. — La premiére partie de I'’énoncé découle du lemme [T.6.25 et
de la proposition [1.5.11} ainsi que les points i) et ii). Les points iii) et iii’)
suivent alors de la proposition [3.1.11} O
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3.1.3. Condition (ONg). — Dans le chapitre [§ de ce texte, consacré aux
espaces de Stein, nous aurons besoin d’utiliser des résultats similaires a ceux
de la section en remplagant l'algebre B(U) par O(U). Cela nous conduit
a modifier certaines définitions. Il sera également important de ne plus impo-

ser a U d’étre spectralement convexe. Nous convervons encore le cadre de la

section B.1.11
Soit U une partie compacte de B. Le morphisme canonique ¢g: Zg — B

induit un morphisme

vau: OU)T/(G(T)) — Ozg(pg' (U)).

Définition 3.1.14. — On dit que le compact U satisfait la condition (ON¢)
s'il existe vyo € Rxo tel que, pour tout v > vy, la norme résiduelle || - ||¢7 rés
sur Ox (U)[T]/(G(T)) soit équivalente a "¢07U('>”¢51(U)'

On peut supposer que vy satisfait les inégalités

d—1
. 1 .
L 1/(d-i)
Z; lgillo v < 5 et vo = max (llgill ™).
P

Dans la suite de cette section, nous nous placerons toujours sous cette hypo-
these.

Lemme 3.1.15. — Supposons que U satisfait la condition (ONg). Alors,

pour tout v > vy, la norme résiduelle || - ||y res sur OU)[T]/(G(T)) est équi-
valente & sa norme spectrale.
En outre, si le morphisme canonique U — M(TU)) est bijectif, cette condi-
tion est équivalente a la condition (ONg).
Démonstration. — Considérons espace U = M(O(U)) et le fermé Z¢ défini
par G = 0 dans Agan. Notons ¢¢: Za — Vet
dau: OW)T]/(G(T)) — Oy, (Zc)

les morphismes canoniques. On a alors un diagramme cartésien

oo (U) — Zg

T

—
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Soit v > vyg. Pour tout f € Ox(U)[T]/(G(T)), on a
eu (Mot @) < leo(f)

la derniére inégalité provenant du fait que 'on a un morphisme borné

Ox(U)[T) — 0y, (Za)

ZG S Hf”U,v,rés;

puisque EW(U) contient toutes les racines de G(T') dans Aé’?;), d’apres le
lemme B.1.5

Or, d’apreés le lemme encore, Z¢ s'identifie naturellement au spectre
de Valgebre Ox (U)[T]/(G(T)), donc |[¢au(-) 7. West autre que la norme
spectrale de || - ||, rés- Le résultat découle maintenant directement de la condi-
tion (ONg).

Sous I’hypothése de I’assertion finale, la fléche horizontale inférieure est bijec-

tive. On en déduit que la fleche supérieure 'est aussi, ce qui permet d’identifier

lva,u( ')Hgog,l(U) a la norme spectrale de |- ||v¢s €t donc de conclure. d

Remarque 3.1.16. — Pour toute partie compacte U de B, 'anneau B(U)
s’envoie isométriquement dans O(U). 11 suit alors du lemme que, si U
est spectralement convexe et satisfait la condition (ON¢), il satisfait aussi la
condition (BNg).

On reprend maintenant les énoncés de [Poil3al §6.1] en indiquant les mo-
difications a effectuer.
Définition 3.1.17 (cf. |[Poil3al définition 6.1]). — Soit U une partie com-
pacte de B. On dit qu’une partie I' de U est un bord analytique fort de U si,
pour tout f € O(U), on a

1fllo=1flr.
Remarque 3.1.18. — La condition de bord analytique fort porte sur tous
les éléments de O(U), alors que celle de bord analytique (cf. définition
fait intervenir ceux de B(U), qui proviennent de sections globales sur B.
Proposition 3.1.19 (cf. [Poil3al proposition 6.2])
Supposons qu’il existe des parties Vq,...,V,. de U telles que
i) pour tout i € [1,r], Vi soit compacte et satisfasse la condition (ONg) ;
ii) la réunion I'y := Uy <<, Vi soit un bord analytique fort de U.

Alors, U satisfait également la condition (ONg).

En outre, si U est décente, alors la partie I'y g = gpél(FU) est un bord
analytique fort de cpél(U),
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Démonstration. — La démonstration de la premiére assertion de [Poil3al, pro-
position 6.2] utilise précisément la condition (Ng) (c’est-a-dire (BN¢) avec nos
notations) sous la forme que nous avons énoncée dans la définition I
n’y a donc que des modifications évidentes & effectuer.

En reprenant la démonstration de la seconde assertion de [Poil3al propo-
sition 6.2|, on montre que, pour tout f € O(U)[T]|/(G(T)), on a

e (Pll i = mex (e (f)@)).

G

La décence de U et le théoréme de division de Weierstrafs (sous la forme

du théoréme m adapté au polyndéme G) assurent qu’on a un isomorphisme
OU)T)/(G(T)) = Oz (¢ (U)).
Le résultat s’en déduit. O

Le corollaire 6.3 de [Poil3a] s’adapte immédiatement et nous I'omettrons.
Le lemme 6.4 a déja été repris par le lemme [T.4.14] Les résultats techniques né-
cessaires sont maintenant tous a notre disposition. Nous énongons leurs consé-
quences sans plus de commentaires.

Proposition 3.1.20 (cf. [Poil3al propositions 6.5 et 6.6])

Soit U une partie compacte et décente de Bum qui posséde un bord analytique
fort fini. Soit P(S) € O(U)[S] unitaire non constant et soient r,s € R vérifiant
0=r<soul<r<s. Alors, le domaine polynomial Cy(P;r,s) posséde un
bord analytique fort fini.

En outre, pour tout Q(T) € O(U)[T] unitaire non constant, le domaine
polynomial Cy(Q;r, s) satisfait la condition (ONp(sy—71)- O
Définition 3.1.21 (cf. [Poil3al, Définition 6.9]). — Un point x de B est dit
ultramétrique trés typique s'il appartient a I'intérieur de By, et posséde un sys-
téme fondamental de voisinages compacts, spectralement convexes admettant
un bord analytique fort fini.

Définition 3.1.22. — On dit qu’un point z d’un espace analytique est trés
décent si I'une (au moins) des trois conditions suivantes est satisfaite :

i) H(z) est de caractéristique nulle;

ii) H(x) est de valuation non triviale;
iii) x est ultramétrique trés typique.

On dit qu’une partie d'un espace analytique est trés décente lorsque tous

ses points le sont.
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Ezemple 3.1.28. — Lorsque A est 'un de nos exemples usuels [1.1.16]
a |1.1.21] : les corps valués complets, I'anneau Z et les anneaux d’entiers de
corps de nombres, les corps hybrides, les anneaux de valuation discréte, les
anneaux de Dedekind trivialement valués, le spectre analytique M(.A) est trés
décent.

Corollaire 3.1.24 (cf. [Poil3a, proposition 6.10]). — Soit b € B un point
ultramétrique tres typique (resp. trés décent). Soit n € N. Alors, tout point
de AZ’M situé au-dessus de b est encore ultramétrique trés typique (resp. tres
décent). O

Le corollaire qui suit est nouveau.

Corollaire 3.1.25. — Soit U une partie compacte de Byy dont tout point est
ultramétrique tres typique. Alors, le compact U posséde un systéme fondamental
de voisinages compacts V tel que, pour tout V €V, pour tout P(S) € O(V)[S]
unitaire non constant et pour tous r,s € R vérifiant 0 =r < s ou 0 < r < s,
la. couronne Cvy (r, s) satisfasse la condition (ONp(g)_r).

Démonstration. — Soit W un voisinage de U. Puisque tout point de U posséde
un voisinage compact dans W admettant un bord analytique fort fini, par
compacité de U, il existe un voisinage compact V de U dans W qui est union
finie de compacts admettant un bord analytique fort fini. On conclut alors &

l’aide des propositions [3.1.20] et [3.1.19] ]

On peut également reprendre les énoncés de [Poil3al §6.2].
Définition 3.1.26 (cf. |Poil3al définition 6.12]). — On dit que le com-
pact U satisfait la condition (OR¢) s’il posséde un bord analytique fort sur

lequel la fonction |Rés(G,G’)| est bornée inférieurement par un nombre réel
strictement positif.
Proposition 3.1.27 (cf. [Poil3al, proposition 6.14])

Toute partie compacte de B qui satisfait la condition (ORq) satisfait aussi
la condition (ONg).

3.2. Division de Weierstrall avec contrdle sur les normes

Dans cette section, nous démontrons une version raffinée du théoréme de
division de Weierstraf (cf. théoréme|1.6.5)) et du théoréme de Weierstraft géné-
ralisé (cf. corollaire [1.6.6)) comprenant un contrdle des normes du reste et du

quotient.
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Soit (A, ||-]]) un anneau de Banach. Posons B := M(A) et X := Ai{an
avec coordonnée S. Notons 7: X — B le morphisme de projection. Pour tout
point b de B, posons Xp := m (b) ~ A;{’?II;).

Rappelons qu’a tout point rigide z de A,lg’an, on associe un polynoéme mini-
mal p, et un degré deg(x) (cf. définition et que 'anneau local OAllc,an7x
en ce point est un anneau de valuation discrete d’uniformisante pi,,.
Théoréme 3.2.1. — Soient b € B et x un point rigide de Xy. Soit V, une
base de voisinages compacts spectralement convezes de b dans B. Si H(b) est
trivialement valué et u, inséparable, supposons que tous les éléments de Vy, sont
inclus dans Bum et possédent un bord analytique fini.

Soit Uy un voisinage compact de x dans X et soit G un élément de B(Uyp).
Supposons que son image dans Ox, 5 n’est pas nulle et notons n € N la valua-
tion uz-adique de cette derniére. Soit n € Rsg.

Alors, il existe un voisinage Vo de b dans B, un polynome Py o coefficients
dans B(Vy), unitaire, de méme degré que fiz, tel que || Po(b) — piz||poc < 1 et des
nombres réels s1, 82,6 € Rso avec s1 < so vérifiant les propriétés suivantes :
pour tout V€ V, contenu dans Vp, tout P € B(V)[T| unitaire de méme degré

que Py tel que |P — Pyllveo < €, 0n a

T € Ev(P; 81) C Ev(P; 82) c Uy
et, pour tout F € B(Dy(P;s2)) et tout s € ]sy, s, il existe un unique couple
(Qs, Rs) € B(Dy (P;s))? vérifiant

i) F = QsG + Rs dans B(Dy(P;s)) ;
it) Rs € B(V)[S] est un polynome de degré strictement inférieur a ndeg(x).

En outre, pour tout s € |s1,sa[, il existe Cs € Rsq tel que, pour tout F €
B(Dy (P;s3)), avec les notations précédentes, on ait
HQSHBV(P;s) S CS HF|’5V(P732) et HRsuﬁv(P,s) S Cs HFHBV(P752)

Pour F € B(Dy (P;s2)) firé, les éléments Qs et R sont indépendants de s, au

sens ot, pour tous s,s' € |s1, s3] avec s’ < s, on a

(Qs)ipy (P = Qs €t (Bo) Dy (prsry = Bt

la notation (')\BV(P;S/) désignant [image par le morphisme canonique
B(Dy(P;s) — B(Dy(P; ).
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Démonstration. — Posons d := deg(x). Il existe ayp,...,aq—1 € H(b) tels que
-1
e (S) = 8¢ + Z ;S
i=0

Puisque la valuation u,-adique de G est égale & n, il existe un élément inver-
sible H de Oy, . tel que G = Hpl. Quitte a restreindre Up, on peut supposer
que H et H~! sont définies sur Uy N Xp,.
Posons N := ||tz |p,00- S0it v € R tel que
(lao] + 1w —i—Z]aZW d }
2
Soient Vj, Py, s1, s2, € satisfaisant les conclusions de la proposition[1.5.11]avec
U = Uy et 0 = 1. En particulier, on a so < 1. On peut également supposer
que Py est de degré d. D’aprés les points i) et ii) énoncés a la fin de la pro-
position si pg est séparable ou si H(b) n’est pas trivialement valué, on
peut supposer que Py(b) est séparable. Sinon, par hypothése, tous les éléments
de V, sont inclus dans By, et possédent un bord analytique fini. Dans tous
les cas, d’aprés la proposition [3.1.11] quitte a diminuer Vj, s2 et £ et augmen-
ter s1, on peut supposer que, pour toute partie spectralement convexe V de V}
contenant b, tout s € [s1, s2] et tout P € B(V)[T] tel que |P — Py|lv.eo < ¢, le
disque Dy (s) satisfasse la condition (BNp(g)_r).
Soit P € B(V)[T] unitaire de degré d tel que ||P — Py|v,c0 < €. Ecrivons P
sous la forme P = S + Z¢ o piS* € B(V5)[S]. On peut également supposer

que
g™ y—(nt1l)d+n+1
(1) IP(8) = a0 < max (1, e )
et
(Ipo(®)] + 1)u +Z|pz ol
2

Par conséquent, il existe un voisinage compact spectralement convexe V de b
contenu dans Vj sur lequel on a

(2) (Ipollv + v +Zszva <

l\.')\r—t
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Notons également que I’équation entraine
(3) [PB)][p,00 < [[P(b) = prallb,o0 + [[1ellb0 < N +1.

Soit s € ]s1, s2]. Les choix effectués assurent que Dy (s2) satisfait la condi-
tion (BNp(g)_r). D’aprés le corollaire 3.1.10} le morphisme naturel

B(Dy (52))[8]/(P(S) = T) — B(Dy (P s3))

est donc un isomorphisme. En outre, d’aprés la proposition tout élément
de B(Dy (s2)) induit par restriction un élément de B(V){(|T| < sb). Quitte a
remplacer sp par s, on peut donc supposer que G appartient & B(V)(|T| <
52)[S)/(P(S) — T).

Soit W une partie compacte de V et t € (0,1]. D’apreés la proposition
appliquée avec A = B(W){(|T| < t) et G(S) = P(S) — T, pour tout F €
BW)(|T| < [S)/(P(S) — T), on a

@) v Eswyri<ty s < I Fllsovyqri<e.div < 201 F 18wy mi<t) vés-

Par la suite, on notera ||.|[w;,v,rés 1a norme ||.{| gy y(ri<t),orés €6 || llwie,aiv 12
norme ||.[| s (<) div-

D’aprés la proposition et [Poil3al corollaire 7.4, les morphismes na-
turels

colim HO)|T| < 8) — Oppon (Do(s2))
et
O s Dils2)ISI/(P(S) ~T) — O s (D5 52)
sont des isomorphismes.

Puisque Dy(P;s2) C Uy N Xy, il existe ¢t > sy tel que H~! posséde un
représentant dans H(b)(|T| < t)[S]/(P(S) — T). Ce représentant peut lui-
méme étre approché avec une précision arbitraire pour la norme || - ||y ¢, 65 PAr
un élément de B(W)(|T| < ¢)[S]/(P(S) — T) pour un voisinage compact W
de b suffisamment petit. Quitte a rétrécir V', on peut donc supposer qu’il existe
un élément K de B(V)(|T| < s2)[S]/(P(S) —T') tel que

n
51

(5) IE®G®) = P lbsunis < a7
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On a alors

(6)

|2y — P(b)ng,Sz,vJéS < Az — P(b) s ,52,0,16s8 | ZZ 0 'U:'z: (b )n_l_i”b,smv,rés
< ”,um - P( )”b,sz,v,res nmax(||u:v||b,52,v,résa ||P(b)||b,52,v,rés)n71
(4
s V™D g — P(b)lb,s5,div max([| e ]l,s.divs 1P(5) lb,s5.div)™
3)
; n0™ 1y — P (D) |[b,55,0iv (N +1)"
" Snvfdﬁ»l
<
On en déduit que
E+@E p—dtign
(7) HK(b)G(b> - P(b)ng,SQ,v,rés < Tl
Quitte a restreindre V', on peut donc supposer que
—d+1
v st
(8) HKG - PnHV,SQ,v,rés < 71
4

Soit s € |s1,s2[. Tout éléement ¢ de B(V)(|T| < s)[S]/(P(S) — T') posséde

un unique représentant de la forme
d—1 A
P =Y (ai(@)T" + Bi(¢))S,
i=0

ot les a;(p) sont des éléments de B(V)(|T| < s) et les Bi(y) des éléments

de B(V)[T] de degré strictement inférieur a n. Posons

Zaz )5 et By Z@

On a alors

¢ =a(e)T" + B(y)
et les deux inégalités suivantes :
(9) la(@)lv,s,div < 57" ll@llvis,aiv €t [18(0)|vis,div <

Remarquons que, dans B(V)(|T| < s)[S]/(P(S) — T), on peut écrire ()
comme un polynéme en S de degré inférieur & nd — 1. Réciproquement, tout

polynéme en S de degré strictement inférieur & nd peut s’écrire sous la forme
Z?:_ol b;S? oil les b; sont des polynomes en T' de degré strictement inférieur a n.
Considérons, a présent, ’endomorphisme
Ast BVNITI < s)[S]/(P(S) =T) — BV){T| < s)[S]/(P(S) =T)
@ — a(p)KG + B(y)
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Pour tout ¢ € B(V){|T| < s)[S]/(P(S)—T), on a
(10)
[ 4s(0) = @llv,s,0,r65 (@) (KG = T")||vs0,0¢s

(@) 1v,s,0,065 [ IKG — P"||v,s,0,165

Z d—1_.,-—n n
20 B HKG - P HV,S,'U,rés ”SOHV,S,v,rés-

(&)

IAF IA |

On déduit donc de l'inégalité que la norme de l'opérateur A; — Id sur
BV){(|T| < s)[S]/(P(S) —T) est inférieure a 1/2(s1/s)” < 1/2 < 1. En
particulier, As est un isomorphisme d’espaces de Banach. Remarquons que

l'on a
(11) IASY < 2.

Les choix effectués assurent que Dy (s2) satisfait la condition (BNpg)_r).
D’aprés le corollaire [3.1.10} le morphisme naturel

B(Dy (s2))[S]/(P(S) = T) — B(Dy (P; 52))
est un isomorphisme et il existe w > v et C' € R+ tel que, pour tout F €
B(Dv (52))[S]/(P(S) — T), on ait
IFBy (s),wies < CNEIB, (pisa)
et donc

||F||5V(52),div < C”HF”Ev(P;SQ)

pour une certaine constante C” € R~(, d’aprés la proposition [3.1.3, D’aprés
la proposition tout élément f de B(Dy(s3)) induit naturellement par
restriction un élément de B(V)(|T| < s) et on a

On en déduit que tout élément F' de B(Dy (s2))[S]/(P(S) —T) induit naturel-
lement par restriction un élément de B(V)(|T'| < s)[S]/(P(S) —T') et que 'on
a

52 \d-1
12 [Flvaay < Cmax (1 (20" 1Pl

Soit F' € Dy (s3). Les éléments QQ = a(A7YF))K et Ry = B(ATL(F))
de B(V)(|T| < s)[S]/(P(S) — T) satisfont alors I'égalité F = QY G + RD dans
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B(V){|T| < s)[S]/(P(S) — T). En outre, en combinant (9), et (12)), on

montre qu’il existe une constante C’, € R+, indépendante de F, telle que

QY IVs.aiv < CLlIFII5, (pysyy et IRV

Vsdiv < C' IE 1By (Piss)-

Les choix effectués assurent que Dy (s) satisfait la condition (BNp(g)_7)-
On en déduit que les images respectives Qs et Rg de QQ et RQ dans
B(Dv (s))[S]/(P(S) — T) ~ B(Dy(P;s)) satisfont les conditions de 1’énoncé,
y compris la partie sur ’égalité des normes, pour une constante C's € R+
bien choisie.

Démontrons maintenant 'unicité du couple (Qs, Rs). Soient Q., R, €
B(Dy (P;s')) satisfaisant les conditions de I’énoncé. On peut les considérer
dans B(Dy (s))[S]/(P(S)—T) et donc dans B(V)(|T'| < s')[S]/(P(S)—T) pour
s € ]s1, s], d’aprés la proposition La bijectivité de 'opérateur Ay assure
que les images de Q) et R, dans B(V)(|T| < §')[S]/(P(S) — T) coincident
avec celles de Qs et Ry. Puisque, d’aprés la proposition [[.4.7] le morphisme
B(Dv (s) = BV

L’assertion d’indépendance finale découle de I'unicité. ]

T| < §') est injectif, le résultat s’ensuit.

Remarque 3.2.2. — 11 découle du point iii) final de la proposition
que, si p, est a coefficients dans k(b) et séparable, on peut choisir pour Py
n’importe quel relevé de p, & Opp[T].
Démontrons & présent quelques conséquences de ce résultat. Soit G(T) €
A[T] un polynéme unitaire de degré d > 1. Fixons un point b de B.
Supposons que G(b)(T) est une puissance d’un polynéme irréductible
dans H(b)[T]. Le lieu d’annulation de G(b) détermine alors un unique point
rigide  de X} et il existe un entier n € N* tel que G(b) = 2. Posons
d := deg(z).
Corollaire 3.2.3. — Plagons-nous dans le cadre précédent. Si H(b) est tri-
vialement valué et p, inséparable, supposons que b est ultramétrique typique.
Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe un voisinage compact
spectralement convexe V' de b dans B, un polynéme Py € B(V)[T]| unitaire non

constant et des mombres réels s1, 52 € Rsq avec s1 < so tels qu’on ait

x € Dy(Py;s1) C Dy (Py;s2) CU



100 CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ANNEAUX DE FONCTIONS

et, en posant,

B(V)nd — B(EV(P{);SQ)),
(ag,...,ang—1) +— Z?ﬁgl a; T

les propriétés suivantes soient vérifices :

i) il existe K € Rsq tel que, pour tout A € B(V)™ et tout s € [s1,52], on
ait [l gy < K Ao

i) pour tout s € |si, sa| et pour tout B € B(Dy(Po; s2)), il existe un unique
As € B(V)™ tel que p(As) = B mod G dans B(Dy (Po; s)). L'élément Ay
est indépendant de s € |s1, so[. En outre, il existe K. € R~q (indépendant
de B) tel que || As|lv,ee < K ||B”EV(P0;52)'

En particulier, le morphisme naturel
Oy[T]/(G(T)) — O, /(G(T))

est un isomorphisme.
Démonstration. — Soit Uy un voisinage compact de x dans U tel que G €
B(Up). Soit V, une base de voisinages compacts spectralement convexes de b
dans B. Si H(b) est trivialement valué et p, inséparable, supposons de plus que
tous les éléments de V, sont inclus dans By, et possédent un bord analytique
fini.

e Supposons que x # 0.

Posons d := deg(z) et écrivons pu,(T) = T¢ + Z?;()l a;T%. Posons I := {i €
[0,d —1] : a; # 0}. Puique = # 0, on a I # (). Soit n € |0, min;er(|a;|)|.

Le théoreme [3:21] appliqué avec z, G et 7 fournit un voisinage Vp de b
dans B, un polynome Py € B(V)[T] unitaire de degré d et des nombres réels
s1, 82,6 € Rsp. Puisque [[Py(b) — ug| < n, Py(b) n’est pas une puissance
de T. Soit V un élément de V, contenu dans V. Identifions Py & son image
dans B(V)[T]. Quitte a restreindre V, on peut supposer que, pour tout b’ €
B, Py(V') n’est pas une puissance de T. La propriété i) est immédiate avec
K = ndmax(||T| %d\/_(;mSz)’ 1). La propriété ii) découle du théoréme [3.2.1| et du
corollaire [[L4.17

e Supposons que z = 0.

D’aprés la remarque [3.2.2] on peut choisir Py = T dans ’énoncé du théo-

réme Le méme raisonnement que précédemment s’applique alors, en uti-

lisant la remarque au lieu du corollaire O
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Des arguments standards permettent de démontrer un résultat similaire sans
hypothése sur G(b)(T"). Nous renvoyons a la preuve de [Poil0al, théoréme 5.5.3]
pour les détails (dans un cadre ou les normes ne sont pas prises en compte).

Notons G(b)(T') = H;zl h;(T)™ la décomposition en produit de polynomes
irréductibles et unitaires de G(b)(T") dans H(b)[T]. D’aprés |[Poil3al corol-
laire 5.4], il existe Hy,..., H; € Opp[T| unitaires tels que

i) G = Hg':l Hj dans OB7b[T] )
ii) pour tout j € [1,¢], on a H;(b) =h

n;

i

Il s’agit de la condition (D¢) de [Poil3al définition 4.6], elle-méme liée a la
condition (Ig) de [PoilOal définition 5.3.5] qui est présente dans I’énoncé de
[Poil0al théoréme 5.5.3]. Le résultat précédent est conséquence de I'hensélia-
nité du corps k(b) (cf. [Poil3al théoréme 5.2]).

Pour tout j € [1,t], notons z; le point rigide de X}, déterminé par I’annula-
tion de h;.

Corollaire 3.2.4. — Plagons-nous dans le cadre précédent. Si H(b) est tri-
vialement valué et l’un des h; est inséparable, supposons que b est ultramétrique
typique.

Pour tout j € [1,t], soit U; un voisinage de z; dans X sur lequel H; est dé-
fini. Alors, il existe un voisinage compact spectralement convexe V de b dans B,
des polynomes Py, ..., Po € B(V)[T] unitaires non constants et des nombres
réels 51,1,51,2,...,5¢,1,5t,2 € Rso avec 551 < 852 pour tout j tels qu’on ait

z € Dy (Pjo;si1) C Dv(Pjo;s52) C Uj pour tout j
et, en posant
B(V)* — IIj=1 B(Dv(Pj0; 52)),
(ao,-.-vag—1) — (i a Tl ..., Y5y a; T
les propriétés suivantes soient vérifiées :
i) il existe K € Rsq tel que, pour tout A € B(V)? et tout s € szl[sjyl, ;2]
on ait
(A < K | Allvoe,
ou ||-||s désigne la norme uniforme sur ]_[;:1 B(Dv (P;0;55)) ;
ii) pour tout s € H;ZI]S]‘J,S]',Q[ et tout B € H;‘:1 B(Dy (Pj0;sj2)), il existe
un unique As € B(V)9 tel quey(A) = B dans H;zl B(Dv (Pjo;s;))/(H;).
Lélément As est indépendant de s € H§:1]3j,173j,2[- En outre, il existe
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K. € R (indépendant de B) tel que ||Asl|lvieo < K. ||Bllsy, 0% |- |ls,
désigne la norme uniforme sur ]_[;:1 B(Dv (P;j0;552))-

En particulier, le morphisme naturel

est un isomorphisme.

Appliquons finalement ces résultats au cas d’un endomorphisme polynomial
de X, de facon a obtenir une version normée du théoréme . Soit P € A[T
un polynéme unitaire de degré d > 1. Le morphisme

A[T] — A[T]
T +— P(T)
induit un morphisme pp: X — X.

Remarquons que si U et V sont des parties compactes de X telles que
ep(U) C W, alors nous avons un morphisme naturel B(W) — B(U) en-
voyant T' sur P(T).

Corollaire 3.2.5. — Plagons-nous dans le cadre précédent. Si H(b) est de ca-
ractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que b est ultramétrique
typique.

Soit y € X. Notons cp;l(y) = {x1,...,2¢}. Soit W wun voisinage de y
dans X. Pour j € [1,t], soit U; un voisinage de x; dans cp;l(W). Alors,
il existe un voisinage compact spectralement convexre V de y dans W et, pour
tout j € [1,t], un voisinage spectralement conveze U} de z; dans e (V)NT;

tels que, en définissant

B(W)4 — B(Uy) x --- x B(Uy)
) d—1 ' d—1 4
W2 (D), vaa (1) — (Y opla) TS pho(an) TY)
1=0 =0

et xv: B(V)4 — H§:1 B(UJ’-) par la méme formule, les propriétés suivantes
sotent vérifiées :

i) il existe K € Rsq tel que, pour tout A € B(W)4, on ait ||xw(A)|v <
K|[Allw,eo et [[xv(A)llvr < K [|Allv,oos 0t ||+ [lu et ||-[lur désignent respec-
tivement les normes infini sur [['_; B(U;) et [1i_, B(UY) ;

ii) il existe K' € R tel que, pour tout B € H;zl B(Uj), il existe un unique
A€ B(V)4 tel que xv(A) = B (dans H§':1 BU})) et |Allv,eo < K'||Bllur-
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- ‘ . d t o 4
En particulier, le morphisme x: Oy — szl Oy, défini par la méme formule
que xw est un isomorphisme.
Démonstration. — On se raméne au corollaire [3.2.4] en écrivant comme d’ha-
bitude le morphisme ¢ p comme celui provenant de la composition

A[T) — A[T, S]/(P(S) —T) = A[S].
Notons p1,ps les projections de Ai{an sur A}‘{an. Notons ¢ la section de po

envoyant x sur (P(z),x).

2,an
AA p

1,an PP 1l,an
AA A.A

Notons Z le fermé de Zariski de Ai{an défini par I'équation P(S) — T = 0.
La projection po induit un isomorphisme entre Z et A}L{an dont I'inverse est la
section o.

D’aprés la proposition [1.6.4] si b est ultramétrique typique, il en va de méme
pour y et les o(z;). Nous pouvons donc appliquer le corollaire en rem-
plagant A par un voisinage compact spectralement convexe de y dans W, T
par S, G par P(S)—T et chaque U; par un voisinage de o(z;) dans p, ' (U;) sur
lequel H; est défini. On obtient 'énoncé désiré en posant U} = py (Dv (Pj0,5;))
et en utilisant le fait que tirer en arriére une fonction (ici par o ou p2) diminue

sa norme. O

3.3. Fermeture des idéaux du faisceau structural

Dans cette section, nous démontrons un résultat de fermeture pour les fais-
ceaux d’idéaux du faisceau structural d’un espace analytique. Nous commence-
rons par étudier quelques cas particuliers : celui de I'idéal nul et celui de I'idéal
engendré par une puissance d’une uniformisante (en un point situé au-dessus
d’un point dont I'anneau local est fortement de valuation discréte).

Soit (A, ||-||) un anneau de Banach. Posons B := M(A).

Lemme 3.3.1. — Soit b € B. Supposons que Opy, est un anneau fortement
de valuation discréte relativement & une base fine V de voisinages compacts

spectralement convexes de b dans B. Soit wy, une uniformisante de Opp. Alors,
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pour tout v € N, lidéal (w)) C Op, est B-fortement de type fini relativement
aV.

Démonstration. — Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur v. Le
cas v = 0 est immeédiat.

Supposons avoir démontré le résultat pour v > 0. Soient U un voisinage
compact de b et V un élément de V tel que V C U. Puisque V est une base
fine de voisinages, il existe un élément V7 de V tel que Vi C UetV C V1 Soit
f € B(U) dont I'image dans Op, appartient a 'idéal (cop ™).

Par définition d’anneau fortement de valuation discréte, il existe g € B(V7)
tel que f = gwy, sur B(V1) et ||lgllvy < Kv,u || fllu, ot Ky, i est la constante
intervenant dans la définition d’anneau fortement de valuation discréte. De
plus, puisque Op est intégre, le germe au voisinage de b correspondant a g
est un multiple de ;.

Par hypothése de récurrence, il existe h € B(V) telle que hwy = g dans B(V)
et |h|lv < Kvyiwllgllvy ot Kvy,  est la constante intervenant dans la défini-
tion d’idéal B-fortement de type fini de (@}). Ainsi, on a I’égalité hw})’“ =f
dans B(V) et I'inégalité ||h|ly < Kvv, o Kvivu | fllu- O

Lemme 3.3.2. — Soit b un point décent de B. Supposons que Oy, est un
anneau fortement de valuation discréte. Soit wy une uniformisante de Op.
Soient x un point rigide épais de AZ’an au-dessus de b et v € N. Alors, pour tout
voisinage compact V de x dans AZ’an, il existe un voisinage compact spectra-
lement convexe V' de x dans V et une constante Ky v, € Rxo tels que, pour
tout f € B(V') dont limage dans Oar . appartient a (@), il existe g € B(V')
tel que
i) f=uwjg dans B(V');
i) |lgllv: < Kvr v |l fllv
Démonstration. — Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n. Le
cas n = 0 est donné par le lemme [3.3.T]
Soit m > 1 et supposons que le résultat est satisfait pour Az_l’an. No-
tons x,_1 la projection de x sur ses n — 1 premiéres coordonnées.
Commencons par démontrer ’énoncé dans le cas ol x est le point 0 au-
dessus du point x,_1, que nous noterons O, _,. Soient V' un voisinage compact
de x dans A" et f € B(V) dont 'image dans Op, _ appartienne a (coy). Il

existe g € Op, | tel que f = w}g dans Op, .
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Le point 0, ,, admet une base de voisinages de la forme Dy (t), ot W
parcourt une base de voisinages de x,_1. Soit W un voisinage compact spec-
tralement convexe de z,,_1 et t € Rxq tels que Dy () soit contenu dans f/, les
fonctions f, g et @y soient B-définies sur Dy (t) et f = w?g dans B(Dw (t)).
Soit s € ]0,t[. D’aprés la proposition [1.4.7, on a

£ < o 1y ey €6 llws < gl oy
ol les normes a gauche des inégalités sont les normes de f et g vues comme
des éléments Y.~ ;T et > .00 BT de B(W)(|T| < s). Nous avons

Y T =wy ) BT dans B(W)(|T| < s),
i>0 i>0
ce qui implique que, pour tout ¢ > 0, o; = @y 3;.
Par hypothése de récurrence, il existe un voisinage spectralement convexe W’
de x,_1 dans I/i/, une constante Ky, € Rso et, pour tout ¢ > 0, un
élément f3; ,, de B(W') tels que

i) pour tout i > 0, ||Biu|lwr < Kwr wiw |lai|lw ;
i) YisoiT" = (D=0 Bin T") dans BW)(|T| < s).
Le voisinage V' := Dy (s) satisfait donc les propriétés de 'énoncé.
Passons maintenant au cas ot  est un point rigide épais quelconque au-
dessus de zp—1. Soit P(S) € k(zp—1)[S] le polynéme minimal du point z
au-dessus de z,,_1. On note P € O, _, [S] un relévement unitaire de P. Soit U

un voisinage compact spectralement convexe de x,_1 tel que chacun des coef-
ficients de P soit B-défini sur U. En notant ¢p: A;’ — A;’

a{l a~n
N R (U) )
défini par le polynéme P € B(U)[T7], nous avons ¢5' (0, ,) = {z}. Le résultat
se déduit alors du cas du point 0, , et du corollaire

. 1,an 1,an . 5 .
On note encore pp : AB ) — AB ) le morphisme d’espaces analytiques

associé au polynome P € B(U)[T]. 1l envoie le point z sur le point 0,, , et

le morphisme

nous avons ¢p' (0, ) = {z}. O

La proposition suivante montre que, sous certaines conditions, la propriété
que l'idéal nul de 'anneau local en un point soit B-fortement de type fini se
transfére aux points de la fibre.

Proposition 3.3.3. — Soit b € B. Soit V}, une base fine de voisinages com-

pacts spectralement convezes de b dans B. Si H(b) est de caractéristique non



106 CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ANNEAUX DE FONCTIONS

nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de Vy posséde un bord
analytique fini. Supposons que Opy soit un corps fort ou un anneau forte-
ment de valuation discréte relativement a Vy et que lidéal nul de Opy soit
B-fortement de type fini relativement a V.

Soit © un point de A}L{an au-dessus de b. Alors, il existe une base fine de
voisinages compacts spectralement convexes de x dans Ai{an relativement a
laquelle ’idéal nul de OAi{anJ est B-fortement de type fini.

Démonstration. — Nous supposerons que O B,» est un anneau fortement de va-
luation discréte d’uniformisante wy. Le cas des corps forts se traite de maniére
similaire (et plus simple).

Soit V., une base de voisinages de x satisfaisant les conclusions du corol-
laire Soit U un voisinage compact de = et f un élément de B(U) dont
Pimage dans O, est nulle. Soit Cy (P, r, s) un élément de V, contenu dans U.
D’aprés le point ii) du corollaire il existe 17,8 € R>g avec 7’ < 1 et
s > s et un élément V' de V, contenant V tels que Cy/(P,1’,s") appartienne
a V, et que 'on ait

Uv(P, T, 8) - 6V/(P, 7",, S,) C évl(P, T/, S/) - ﬁ

On va montrer que f est nulle sur Cy (P, r,s). D’aprés le point i) du corol-
laire Cy(P,7",s") est connexe, donc le principe du prolongement ana-
lytique assure que f y est nulle. D’aprés [Poil3al, corollaire 9.8, f est mul-
tiple de 7, sur B(Cy/(P,7’,s')). En répétant cet argument (en partant dun
Cyu(P,7",s") légérement plus grand), on montre que, pour tout n € N, f est
multiple de 7}' dans B(C'y(P,r’, s')). La seconde partie de 1’énoncé de [Poil3al,
corollaire 9.8| assure alors que f est nulle au voisinage de Cy,(P,1’, s').

D’aprés le point iii) du corollaire le morphisme naturel

B(Cy(r',"))[S1/(P(S) = T) — B(Cy:(Psr', s"))

est un isomorphisme. En utilisant la proposition [1.4.7] on en déduit un mor-
phisme injectif naturel

B(Cyvi(P,r',8")) — B(V'){r <|T| < s)[S]/(P(S) —T).
L’image de f par ce morphisme posséde un représentant de la forme

Z’ij:_ol a;S%, ot d est le degré du polynéme P et, pour tout i € [0,d — 1],
;= 302 aiTF est un élément B(V')(r < |T| < s). Puisque f est nulle

k=—00
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au voisinage de Cp(P,1’,s'), pour tous i € [0,d — 1] et k € Z, a; est nul au
voisinage de b, et donc sur V' car I'idéal nul de Opy, est B-fortement de type
fini relativement a V. Le résultat s’ensuit. O

On peut démontrer un énoncé similaire sans hypothéses sur Op ;, dans le cas
des points rigides épais.

Proposition 3.3.4. — Soit b € B. Soit V}, une base fine de voisinages com-
pacts spectralement convexes de b dans B. Supposons que l’idéal nul de Op
soit B-fortement de type fini relativement a V.

Soit x un point de Ai{an rigide épais au-dessus de b. Si i, . est inséparable et
st H(b) est trivialement valué, supposons que tout élément de Vy posséde un bord
analytique fini. Alors, il existe une base fine de voisinages compacts spectrale-
ment convezes de x dans Ai{an relativement a laquelle ’idéal nul de OAi‘,aDJ
est B-fortement de type fini.

Démonstration. — Posons d := deg(i,z). Choisissons un relevé unitaire Py

de px o dans Opp[T]. Nous allons distinguer deux cas.

e Supposons que fi, . est séparable ou que tout élément de V), posséde un
bord analytique fini.

Soit V, une base de voisinages de x satisfaisant les conclusions du corol-
laire iii). Soient U un voisinage compact de z, Dy (P, s) un élément
de V, inclus dans U et f un élément de B(U) dont I'image dans @, est nulle.

Les propriétés de V, assurent que le morphisme naturel

BT < 5)[S1/(Po(S) = T) — B(Dv (P, 5))

est un isomorphisme. L’antécédent de f posséde un unique représentant de la
forme S04 ;87 avec a; = Y00 ai T € B(V)(|T| < s).

Pour tous i et k, le germe de a; ) en b est nul. En effet, puisque le germe
de f en x est nul, il existe V' C V et s’ < s tels que Dy (P, s’) appartienne
a Vet f soit nulle sur Dy/(Pp,s’). Le résultat découle alors du fait que le

morphisme naturel
B(V'N|T| < §')[S]/(Po(S) = T) — B(Dv(Fo, s))

est un isomorphisme.
Puisque I'idéal nul de Opj, est B-fortement de type fini relativement a V,

pour tous i et k, a; ; est nul sur V. Le résultat s’ensuit.
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e Supposons que H(b) est ultramétrique et non trivialement valué.

Soit V, une base de voisinages de x satisfaisant les conclusions du corol-
laire iii’). Soient U un voisinage compact de x, Dy (P, s) un élément
de V, inclus dans U et f un élément de B(U) dont I'image dans O, est nulle.
Par hypotheése, il existe @ € B(V)[S] unitaire de degré d et un intervalle ou-
vert I de R~ contenant ¢ tels que, pour tout voisinage compact spectralement
convexe V' de b dans V et tout s’ € I, on ait Dy/(Q,s’) = Dy/(Py,s') et le
disque Dy(s) (avec coordonnée T)) satisfasse la propriété (BNg(s)_1).

Puisque H(b) n’est pas trivialement valué, on peut trouver un polynéme a
coefficients dans x(b) unitaire de degré d et séparable qui soit arbitrairement
proche de Py(b). Par conséquent, il existe un voisinage compact spectralement
convexe V' de b dans V, Q" € B(V')[S] unitaire de degré d tel que Q'(b) soit
séparable et sg, s1 € R vérifiant sy < s < s1 tels que, pour tout s" € [sg, s1],
on ait Dy (Q’,s") = Dy (Py,s’). On peut également supposer que f est nulle
sur Dy/(Q', s0), que Dy/(Q’, s1) soit contenu dans U et que s; € I. D’aprés
la proposition ii), on peut supposer que Dy (sq) et Dy (s1) satisfont la
condition (BNg/(s)_1)-

En utilisant le méme argument que dans le cas précédent, on montre que
I'image de f dans Dy (Q’,s1) est nulle. Par conséquent, 'image de f dans
Dyi(Q',s) = Dy/(Py,s) = Dy(Q, s) est nulle. En réutilisant le méme argu-
ment, on montre que I'image de f dans Dy (Q,s) = Dy (P, s) est nulle. [

Nous allons maintenant synthétiser les propositions et dans le
résultat suivant.
Proposition 3.3.5. — Soit b un point décent de B. Supposons que l’idéal
nul de Opy est B-fortement de type fini. Alors, pour tout point x de AZ’an
au-dessus de b, ’idéal nul de OAZ’“J est B-fortement de type fini.
Démonstration. — Soit x un point de A?‘l’an au-dessus de b. D’apres la re-
marque quitte a permuter les coordonnées, on peut supposer qu’il
existe k € [0,n] tel que la projection zj de x sur les k premiéres soit pu-
rement localement transcendante au-dessus de b et tel que x soit rigide épais
au-dessus de x;. Rappelons que, d’aprés la proposition si b est ultramé-

trique typique, alors tous les points au-dessus de b le sont également.
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On montre tout d’abord que le point xj, satisfait les conclusions de I’énoncé
a l'aide d’une récurrence utilisant la proposition On passe de xj & x par
une récurrence utilisant la proposition [3.3.4 O

Rappelons un résultat technique qui nous sera utile.
Lemme 3.3.6 (|[Poil3al, lemme 9.14|). — Soit b un point décent de B tel
que Opy, soit un anneau fortement de valuation discréte d’uniformisante wp.
Soit x € Azl’an un point rigide épais au-dessus de b. Alors, pour tout élément

non nul f de OAZ’”,I: il eziste un unique couple (v, g) € N x OAZ’an,z vérifiant
les propriétés suivantes :
i) f=mwpg dans OAZ’”J ;
it) la restriction de g a A%’?br; n’est pas nulle.
O

Adaptons maintenant ce résultat (et sa preuve) au cas d’un corps fort.

Lemme 3.3.7. — Soit b un point décent de B tel que Opy, soit un corps fort.
Soit x € Ay™ au-dessus de b. Alors, pour tout élément non nul f de OAZ*“‘,I:
la restriction de f a A%’?; n’est pas nulle.
Démonstration. — Notons 17, ...,T, les coordonnées sur AZ’an. D’aprés la
remarque quitte a les permuter, on peut supposer que la projection xj
de z sur les k premiéres coordonnées est purement localement transcendante
au-dessus de b et que z est rigide épais au-dessus de xx. Démontrons I’énoncé
par récurence sur l'entier n — k.

Sin—k =0, alors x est purement localement transcendant sur b et, d’aprés
le théoréme OAar o est un corps. Par conséquent, si f est non nul dans
dans O AT o, alors f(z) est non nul. Le résultat s’ensuit.

Soit [ € N et supposons avoir démontré le résultat pour n—k = [. Supposons
que n — k = [+ 1. Notons x,_1 la projection de x sur les n — 1 premiéres
coordonnées. Par hypothése, = est rigide épais au-dessus de x,_1. Considérons
son polynéme minimal py, € k(xn—1)[Ty] sur k(zn—1) et choisissons P €
OATl,aH’mnil
de A} au-dessus de x,,_1 défini par T, = 0. D’aprés le théoréme et le
lemme [T.6.25] le morphisme naturel

[T,] un relevé unitaire de ce polynéme. Notons 0., , le point

[SI/(P(S) ~ T) — Opnon .
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est un isomorphisme. Il suffit donc de démontrer le résultat pour 0, ,. Or,
d’aprés la proposition m tout élément de O A0, posséde un dévelop-
pement en série entiére a coefficients dans O Anlen - On conclut alors par
I’hypothése de récurrence. O

A Tl'aide du théoréme de division de Weierstrak avec controle sur les normes
que nous avons démontré dans la partie précédente (cf. théoréme , nous
allons pouvoir montrer I’énoncé de fermeture des idéaux souhaité. Pour ce faire,
nous allons nous placer dans un cadre légérement plus restrictif que celui des
anneaux de base de la définition [L6.17
Définition 3.3.8. — Soit (A, ||-||) un anneau de Banach. On dit que A est

un anneau de base géométrique si les conditions suivantes sont satisfaites :

i) A est un anneau de base tel que, pour tout b € B, les éléments de V),
puissent étre choisis d’intérieur connexe ;

ii) M(A) satisfait le principe du prolongement analytique.

Exemple 3.3.9. — Nos exemples usuels [1.1.16| a [1.1.21] : les corps valués,

I’anneau Z et les anneaux d’entiers de corps de nombres, les corps hybrides, les
anneaux de valuation discréte et les anneaux de Dedekind trivialement valués
sont tous des anneaux de base géométriques.

Lemme 38.3.10. — Soit A un anneau de base géométrique. Alors, pour tout
b€ B, tout idéal de Opy, est B-fortement de type fini relativement a V.
Démonstration. — Soit b € B. Supposons que Opy est un corps fort. Les
idéaux de Opy sont Opy et (0). Par hypotheése, il existe une base de voi-
sinages compacts et spectralement convexes V, de b tel que 0 engendre B-
fortement l'idéal (0) relativement a V. Il est immédiat que 1 engendre B-
fortement l'idéal Op relativement a V.

Supposons que Opj est un anneau fortement de valuation discréte. Fixons-
en une uniformisante w. Les idéaux de Opy sont Opgy, (0) et les (w") pour
n € N*. Par hypothése, il existe une base de voisinages compacts, spectrale-
ment convexes et d’intérieur connexe V, de b tel que w engendre B-fortement
I'idéal (w) relativement a Vy. D’apreés le lemme m, pour tout n > 2, @' en-
gendre B-fortement 'idéal (™) relativement a V,. Comme précédemment, il
est évident que 1 engendre B-fortement I'idéal Op , relativement a V. Il reste &

traiter le cas de Iidéal nul. Puisque les éléments de V, sont d’intérieur connexe,
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le fait que 0 engendre B-fortement 'idéal (0) relativement a V}, découle du prin-
cipe du prolongement analytique. ]

Le résultat qui suit généralise [Poil0al théoréme 6.6.19] en dimension quel-
conque. La preuve que nous proposons est trés largement inspirée de celle de
I[GRO9, theorem I1.D.2|.

Pour =z € AZ’an, g = (g91,...,9p) € OF et V voisinage compact de x

dans AZ’an sur lequel g est définie, on pose

Il = max (Jgillv).

Théoréme 8.8.11. — Supposons que A est un anneau de base géométrique.
Soient © un point de AZ’an, p > 1 un entier et M un sous-module de Of
engendré par des éléments fi,..., fi.

Alors, pour tout voisinage compact V de x dans AZ’an, il existe un voisinage
compact spectralement convexe V' de x dans V sur lequel les f; sont B-définis et
une constante Ky v € Rso vérifiant la propriété suivante : pour tout élément f
de B(V)P dont l'image dans O% appartient a M, il existe ay,...,a; € B(V')
tels que

!
i) f= Zaifi dans B(V')P ;
i=1
i) pour tout i € [1,1], on a ||as|lv: < Ky v || fllv-
Démonstration. — Remarquons tout d’abord que que si I’énoncé vaut pour
I’entier p = 1 et pour un entier p = pg > 1 donné, alors il vaut encore pour
p = po+ 1. En effet, considérons un sous-module M de oot engendré par des

sléments fi, ..., fi € O Notons fi, ..., f] € OF les projections respectives
de fi,..., f; sur les po premiers facteurs et M’ le sous-module de OF° engendré
par f1,...,f]. Le noyau M"” du morphisme M — M’ s’identifie alors & un

sous-module de O,. Le résultat pour le module M découle aisément de celui
pour M’ et M".

Une récurrence immédiate montre qu’il suffit de traiter le cas ou p = 1,
cadre que 'on adopte désormais.

Notons b la projection de x sur B = M(A). D’aprés la remarque

quitte & permuter les coordonnées sur AZ’an, on peut supposer qu’il existe k €
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[0,n] tel que la projection zj de x sur les k premiéres coordonnées soit pu-
rement localement transcendante au-dessus de b et que x soit rigide épais au-
dessus de x,. Démontrons le résultat par récurence sur ’entier n — k.

o [nitialisation de la récurrence : n —k = 0.

Dans ce cas, d’aprés le théoréme I’anneau local O, est un corps fort
ou un anneau fortement de valuation discréte. Soit V' un voisinage compact
de z dans A";™".

Supposons tout d’abord que Ox , est un corps fort. Si tous les f; sont nuls,
le résultat découle de la définition de corps fort. Sinon, nous pouvons supposer
que fi # 0. Il existe alors un voisinage spectralement convexe V' de z dans V
sur lequel f1 et fi ! sont B-définies. Pour tout f € B(V'), nous avons alors
f= (") A dans BOV') et [Iffi lve < I lve [ fllv, ce qui démontre
I’énoncé.

Supposons maintenant que O, est un anneau fortement de valuation dis-
créte. Si M = 0, le résultat découle de la proposition Si M = O,
I'un des f; est inversible et le résultat s’obtient comme dans le cas o O, est
un corps fort. Sinon, on peut se ramener au cas ot [ = 1 et f; est une puis-

sance non triviale d’'une uniformisante de O,. Le résultat se déduit alors du

lemme 3.3.11

e Etape de récurrence.

Supposons que le résultat soit satisfait lorsque n — k= N > 0 (pour p =1
et donc pour tout p € N* d’aprés la remarque préliminaire) et démontrons-le
dans le casoun — k=N + 1.

— Cas ou la restriction de f1 a AZ;(];:; n’est pas nulle

Soient z,_1 la projection de x sur les n — 1 premiéres coordonnées. Puisque
n—k > 1, le point x est rigide épais au-dessus de x,,_1. Notons P € k(zp—1)[T]
son polyndéme minimal. Soit W un voisinage spectralement convexe de x,_1
dans Az_l’an sur lequel les coefficients de P sont B-définis. Puisque ’énoncé
est local, on peut se placer dans Ag(alflv) pour le démontrer.

Soit wp: Ag’a?v) — A}S’?;IV) le morphisme induit par P. En notant 0., , le
point de Ag?vr“,) appartenant a la fibre au-dessus de z,_1 et égal & 0 dans
cette fibre, on a ¢p' (0, ,) = {z}. Le corollaire permet de ramener

la démonstration du résultat pour le point = (pour p = 1) a celui pour le
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point 05, (pour p égal au degré de P, et donc pour p = 1 d’aprés la remarque
préliminaire). On peut donc supposer que z = 0,, ;.

Par hypothése, la restriction de f1 a A?;;(Z’i;l n’est pas nulle. Le lemme|1.6.11

assure que, quitte a effectuer un changement de variables, on peut supposer

que la restriction de f; a A’:;(lxz? n’est pas nulle. Notons T' la derniére co-

ordonnée sur A;™. Alors O 1.0 , st un anneau de valuation discréte
H(wn—1)’

d’uniformisante T'. Notons v la valuation de f;.

D’aprés le théoreme de division de Weierstrafl (la version sans normes
|[Poil3al théoréme 8.3| suffirait), tout élément f de O, peut s’écrire de fagon
unique sous la forme f = f'f1 + f avec f' € Oy et f € Oz, ,[T] de degré
inférieur & v — 1.

Considérons le O,, _,-module M := O, ,[T]<,_1NM, autrement dit le mo-
dule des restes de M dans la division de Weierstraft par fi. Par noetherianité,
M est de type fini. Fixons des générateurs gi, . .., jm. Pour tout i € [0,m], il
existe a;1,...,a;; € O, tels que g; = 22:1 a; ; f; dans O.

Soit V un voisinage compact de z dans A'y™". D’apres le théoréme de division
de Weierstraf il existe un voisinage compact W de z,,_1 dans Az_l’an, un
polynéme P € B(W)[T] et des nombres réel s, K € R~ tels que Dy (P; s) soit
contenu dans V' et, pour tout élément f de B(V') les propriétés suivantes soient
satisfaites : f’ est B-défini sur Dy (P;s), les coefficients de f sont B-définis

sur W et on a

15y ey < K I et [ F g piy < K £l

Puisque le point x est le point 0 au-dessus de z,_1, il posséde une base de
voisinages de la forme Dy, (T;s) et on peut donc supposer que P = T. On
peut en outre supposer que tous les a; ; sont B-définis sur Dy (T} s).

Pour toute partie compacte U de A’y et tout nombre réel t € R, consi-

dérons I'isomorphisme

P BU)" — BU)[T)<v-1

v—1
(hos - ho1) > T
=0

Pour tous h € B(U)" et k € B(U)[T])<y—1, on a

1) 15, gy < v max(L, ) [l
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et
v~ (k)| < max(1,¢'7) 1515y (7:0)-

La premiére inégalité est immédiate. Pour la seconde, on se raméne immédia-
tement & une situation un corps valué complet, auquel cas elle est conséquence
de la description explicite des normes des disques dans le cas ultramétrique ou
de la formule de Cauchy dans le cas archimédien (c¢f. [Poil0Oal lemme 2.1.2]).

L’hypothése de récurrence appliquée au module M, que l'on identifie & un

sous-module de OF _ wia la restriction de ¢, et & W fournit un voisinage w’

-1
de z,,_1 dans Az_l’an et une constante K'.

On peut maintenant démontrer le résultat. Soit f € B(V) dont I'image
dans O, appartient & M. On peut 'écrire sous la forme f = f'f; + ZTzl b;g;

avec f' € B(Dw (T} s)), bi,-..,bm € BW'),
1 sy < K
et, pour tout j € [1,m],
1blw < K max(1,¢'7*)|| fllv-

On conclut alors en réécrivant f sous la forme

m l m
f=0+ ijaz’7j)fl + Z (ijai,j)fi
=1

=2 j=1
et en choisissant V' := Dy (T s).

— Cas général

Si M = 0, le résultat découle de la proposition [3.3.5] On peut donc supposer
que M # 0, et méme que tous les f; sont non nuls.

Si O est un corps fort, alors le lemme [3.3.7] assure que la restriction de f;
a Aﬁ;{;i;} n’est pas nulle et on se raméne au cas précédent. On peut donc
supposer que Oy est un anneau fortement de valuation discréte. Soit w, une
uniformisante de Oy.

D’aprés le lemme m pour tout ¢ € [[1,1], il existe v; € N et g; € O,

<. N n—k,an
dont la restriction a A (o)

n'est pas nulle tels que f; = w;"g; dans O,.
Quitte & permuter les f;, on peut supposer que v; est le minimum des wv;.
Le lemme permet de déduire le résultat pour 'idéal M de O, engendré

par les f; du résultat pour I'idéal engendré par les m, "' f;. Pour ce dernier, la
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restriction de la fonction m, ™ f; = g1 & A@;{;:? n’est pas nulle et on se raméne
de nouveau au cas précédent. ]
Corollaire 3.3.12. — Supposons que A est un anneau de base géométrique.

Soient x un point de AZ’an, p > 1 un entier et M un sous-module de OF.
Soient V un voisinage compact de x dans A?‘l’an et (gn)nenN une suite d’éléments
de B(V')P qui converge vers un élément g de B(V)P. Si, pour tout n € N, l"image
de g, dans OF appartient & M, alors 'image de g dans O% appartient & M.

Démonstration. — D’aprés le théoréme [1.6.28] O, est noethérien, donc M est
de type fini. Soient f1, ..., f; des générateurs de M. D’aprés le théoréme
il existe un voisinage compact V’ de x dans V sur lequel les f; sont B-définis
et une constante K € R+ vérifiant la propriété suivante : pour tout élément f
de B(V)? dont I'image dans OF appartient a M, il existe ay,...,a; € B(V’)

tels que

l
i) f= Zaifi dans B(V')?;
i=1
ii) pour tout i € [1,1], on a ||a;|[v < K ||f|lv.
Soit (gn, )ken une sous-suite de (gn)nen telle que, pour tout £ € N, on ait
Vinégalité |gn, ., — gn,llv < 1/2%. Pour tout k € N, il existe 1y, €
B(V') tels que

l
1) Gngpr — Gy = D _ @i fi dans B(V')P;
=1

ii) pour tout ¢ € [1,1], on a |la; x|y < 2%
Pour tout i € [1,[], la suite (Z?:o a; j)keN est de Cauchy, et donc convergente.

Notons s; € B(V') sa limite. On a alors
!

9= gno + Z s; fi dans B(V')P.
i=1
Le résultat s’ensuit. O
Remarque 3.3.13. — La présence des anneaux B(V') dans ’énoncé du corol-
laire [3:3.12] n’est guére heureuse et peut le rendre difficile a utiliser en pratique.
Au chapitre 8] grace a la théorie des espaces de Stein, nous montrerons que le
résultat reste valable en remplacant les B(V') par des O(U), cf. corollaire [8.4.8|






CHAPITRE 4

CATEGORIE DES ESPACES ANALYTIQUES :
PROPRIETES

Ce chapitre est consacré a I’étude de la catégorie des espaces analytiques sur
un anneau de Banach. Fixons un anneau de Banach (A, ||-]|).

Dans la section [4.1, nous construisons un foncteur d’analytification de la
catégorie des schémas localement de présentation finie sur A vers celle des
espaces A-analytiques. L’ingrédient principal est ’existence d’une correspon-
dance bijective entre les morphismes d’un espace A-analytique vers l’espace
affine analytique AZ’an et les n-uplets de fonctions globales sur X. La démons-
tration de ce résultat repose de facon cruciale sur le théoréme de fermeture des
idéaux Aussi devrons-nous souvent, dans cette section et tout au long
du chapitre, supposer que A est un anneau de base géométrique.

Dans la section 4.2] étant donné un anneau de Banach B et un morphisme
borné A — B, nous construisons un foncteur - ®4 B d’extension des sca-
laires, défini de la catégorie des espaces A-analytiques vers celle des espaces
B-analytiques. Dans la section [4.3] nous démontrons que la catégorie des es-
paces A-analytiques admet des produits fibrés.

Nous dédions deux sections & des propriétés importantes des morphismes :
propreté dans la section [£.4] et séparation dans la section [4.6]

La section @ est consacrée aux parties spectralement convexes et, plus
précisément, & la description de I'extension des scalaires d’une partie spectra-
lement convexe et du produit fibré de deux parties spectralement convexes.
Nous expliquons également comment identifier une fibre d’un morphisme a un
produit fibré.
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4.1. Analytification de schémas

La théorie des schémas peut fournir de nombreux exemples d’espaces ana-
lytiques, via un foncteur d’analytification. Afin de construire ce foncteur, nous
aurons besoin de la description attendue de l’ensemble des morphismes d’un
espace analytique quelconque vers un espace affine analytique.

Proposition 4.1.1. — Soit n € N. Soit f: B — B’ un morphisme borné
de A-algebres de Banach, ou B’ est un anneau de base géométrique. Soit X un

espace B'-analytique. L’application

Sx HOmAnA’f(X, Ag,an) — F(X, OX)n
v — (PH(T0), ..., P (T))
ot Ty, ..., Ty sont les coordonnées, sur AZ™ est bijective.

En outre, la famille (sx)xecobB—an) définit une transformation naturelle
entre les foncteurs Hom gy, (-, Ag™) et T'(-,0)".
Démonstration. — Commencgons par vérifier que la famille s := (sx) définit
bien une transformation naturelle. En effet, pour tout morphisme d’espaces
B’-analytiques ¥: Y — X, on a

sy(po ) = (W T)), -, ¥ (H(Tn))) = P (sx ().
Soit X un espace B’-analytique. Montrons que sx est bijective.
e Injectivité : Soient p: X — AEF™ et ¢': X — AR™ des morphismes

d’espaces analytiques au-dessus de f tels que 'on ait

(PH(T0), - P () = (¢H(T1), n™(T0)).-

Soit z € X. Commengons par montrer que ¢(x) = ¢'(z). Soit P €
B[Ty,...,T,]. Notons f(P) € B'[Ti,...,T,] le polynome obtenu en ap-
pliquant f a tous les coefficients de P. D’aprés la proposition [2.2.10

a

|P(Ta(p(@))s - Tulp(@))| = |F(P)H(T1) (@), - .., oH(T0) (2))]
= |f(P)(#*(T0), . ( n))(@)]
|P(T1(¢'(2)), - -, Tul¢'(2)))]-
On en déduit que p(z) = ¢'(z).
Montrons, & présent, que, pour tout y € Ag’an, les morphismes ¢f: O ARty
0. (Ox)y et LR OAg,anﬂ — ¢, (Ox)y = p«(Ox), sont égaux.
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Soit y € AR™. Soient F € O Anen, et Voun voisinage compact de y
dans Ag’an sur lequel F' est définie. Quitte & réduire V, on peut supposer
que F' est limite uniforme sur V' d’une suite de fractions rationnelles (%)ZEN
sans poles sur V.

Soit 2 € ¢ (V). Montrons que ¢!(F) = ¢*(F) dans Ox,. Par défini-
tion d’espace B’-analytique, x posséde un voisinage Z qui est un fermé analy-
tique d’un ouvert U d’un espace affine analytique sur B’. Notons Z le faisceau
d’idéaux cohérent sur U définissant Z et j: Z — U I'immersion fermée corres-
pondante.

La définition de morphisme assure qu’il existe un voisinage U’ de j(x) dans U
et un morphisme @: U’ — Az’an au-dessus de f tels que le diagramme

/ P n,an
U —2— A}

JT /
Pli—Lw)

)

commute. Quitte & restreindre U’, on peut supposer qu'il existe également un

morphisme ¢': U' — Ag’an au-dessus de f tel que le diagramme

~/
/ © n,an
U —5 s Al

|

. =L’
JHU)
commute.
Par la définition de morphisme entre ouverts d’espaces affines, il existe un
voisinage compact U” de x dans U’ tel que ¢(U”) C V et, pour tout G €
Oage=(V), I#(G)lur < [Glly. On en deduit que

lim H@WF)—@tt (ﬁ) = 0.

1——+00 Qz U

Quitte a restreindre U”, on peut supposer que le méme résultat vaut pour ¢,

et donc que

18*(F) — @*(F)[|lg = 0.
Par hypothése, pour tout k € [1,n], ¢*(Tx) — @"*(Tk) appartient a Z(U").
On en déduit que, pour i € N, @f (%) — (g) appartient a Z(U"). Le
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lemme et le corollaire [3.3.12| assurent alors que 1'éléement @F(F) — ¢/ (F)
de Oy j(z) appartient a T, et donc que @ (F) = ¢*(F) dans Ox .
On a démontré que ¢! = ¢, et donc que ¢ = ¢’ .

e Surjectivité : Soient F,..., F, € Ox(X). Puisque 'application sx est in-
jective, il suffit de vérifier que tout point x de X posséde un voisinage ouvert Z
tel que (F1,..., F,) appartienne a 'image de sy.

Soit  un point de X. Il posséde un voisinage Z qui est un fermé analytique
d’un ouvert U d’un espace affine analytique sur B’. Notons j: Z — U l'im-
mersion fermée correspondante. Quitte a restreindre Z et U, on peut supposer
que Fi,...,F, € Oz(Z) appartiennent & I'image du morphisme j*: Oy (U) —
Oz(Z). Choisissons des relevés FY, ..., F) € Oy(U) de ces éléments.

D’aprés I'exemple il existe un morphisme d’espaces B’-analytiques
P: U — AE™ tel que, pour tout i € [1,7n], on ait 1#(T;) = F/. Posons ¢ := f,0
Yoj, ol fn: AR — AZ™ est le morphisme défini dans l’exemple Clest
un morphisme analytique au-dessus de f qui satisfait sz () = (F1,...,Fy,). O

Corollaire 4.1.2. — Soit f: B — B’ un morphisme borné de A-algebres
de Banach, ou B' est un anneau de base géométrique. Soient Pi,..., Py €
B[Ty,...,T,] etri,s1,...,7k Sk € R. Posons

k
U:= ﬂ{y e AR™ iry < |P(y)| < si}-

i=1
Soit X un espace B'-analytique. Alors, Uapplication sx induit une bijection

entre Hom g, , r(X,U) et l'ensemble
{(fi,.- s fn) € O(X)" :Vx € X, Vi € [1,k], ri <|Pi(f1,-.-, fn)(@)| < si.}

Démonstration. — Le résultat provient du fait que, pour tout x € X et tout
i€[1,k], on a

=

|[Pi(p(x))| = [Pi(Ti((2), - - ., Tn(p(2)))]
=[PP (T1) (@), ., ¢ (T0) (@)
O

Il découle de la proposition que, sous des hypothéses convenables, 1'es-
pace affine analytique A’y™" représente le foncteur attendu.
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Corollaire 4.1.3. — Supposons que A est un anneau de base géométrique.

Pour tout n € N, [’espace AZ’an représente le foncteur

A—An — Ens
X — I(X,0x)" "
0

Nous pouvons maintenant construire un foncteur d’analytification. Nous no-
terons Hom 4_joc( -, ) Pensemble des morphismes dans la catégorie des espaces
localement A-annelés.
Théoréme 4.1.4. — Supposons que A est un anneau de base géométrique.
Soit X un schéma localement de présentation finie sur A. Le foncteur

Py: A—-An — Ens
Y —  Homy 10c(Y, &)

est représentable.

Démonstration. — Nous allons procéder en plusieurs étapes.

o X est un espace affine.

Il existe n € N tel que X = A". Notons 71, ..., T, les coordonnées sur A'}.
Pour tout espace A-analytique Y, I'application
HomA—loC(Y’ A?Ll) - O(Y)n
@ = (PHT), - M (T)

est alors une bijection (c¢f. [EGAI, proposition 1.6.3]). La proposition
entraine alors que ®an est représenté par A’y

o X est un schéma affine de présentation finie sur A.

Il existe n € N et un idéal de type fini I de O(A”}) tel que X soit le sous-
schéma fermé de A" définir par I. L’idéal I engendre un faisceau d’idéaux
cohérent Z de A';™. Notons X le fermé analytique de A';™ défini par Z.
Le point précédent et la proposition assurent que le foncteur ®y est

représenté par X.

o X est un schéma localement de présentation finie sur A.

Le schéma X admet un recouvrement ouvert {X;};c; par des schémas af-
fines de présentation finie sur A. Pour chaque i € I, considérons 'espace A-
analytique X; et le morphisme p;: X; — A&} associés a X; par la construction

du point précédent.
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Pour tout ¢ € I et tout ouvert U de X}, on vérifie que ,ol-_l(U ) représente le
foncteur . On déduit de cette propriété que les X; se recollent. En effet, on
peut identifier les intersections puisqu’elles représentent un méme foncteur.

On vérifie que 'espace A-analytique X obtenu en recollant les X; repré-
sente X. O

Définition 4.1.5. — Supposons que A est un anneau de base géométrique.
Soit X un schéma localement de présentation finie sur A. On appelle analy-
tification ou analytifié de X l'espace A-analytique qui représente ®y. On le
note X?" et on note py: X*™ — X le morphisme d’espaces localement A-
annelés canoniquement associé.

Soit p: X — Y un morphisme entre schémas localement de présentation
finie sur A. La représentabilité du foncteur ®y assure I'existence d’un unique
morphisme d’espace A-analytiques de X" dans )" noté ¢*", faisant com-
muter le diagramme

xan Y x
bl
yan BN y

Le morphisme ¢?": X2 — V2" est appelé analytification ou analytifié de .

4.2. Extension des scalaires

Soit f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ou B est un
anneau de base géométrique.
Définition 4.2.1. — Soit X un espace A-analytique. On dit que X s’étend
a B si le foncteur

Bxp: B—An — Ens
Y — Homa, , (Y, X)

est représentable. Dans ce cas, on appelle extension des scalaires de X a B 'es-
pace B-analytique représentant By 5. On le note Xp ou X ®4 B (par analogie
avec le cas classique, cf. [Ber93| §1.4]).

Commengons par un lemme général.
Lemme 4.2.2. — Soit X un espace A-analytique qui s’étend a B. Notons

mr: Xg — X le morphisme canonique.
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i) Soit U un ouvert de X. Alors mg'(U) est l'extension des scalaires de U
aB.

ii) Soient F un fermé de X défini par un faisceau d’idéaux cohérent T. Alors
le fermé analytique de Xp défini par l'idéal image de n5*T dans Ox, est
lextension des scalaires de F' a B.

iii) Soitv: X' — X une immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion
fermée) d’espaces A-analytiques. Alors X' s’étend a B et le morphisme
canonique Xg — Xp est une immersion (resp. immersion ouverte, resp.

immersion fermée) d’espaces B-analytiques.

Démonstration. — Le point 1) découle directement de la propriété universelle
de l'extension. Pour démontrer le point ii), on utilise la proposition Le
point iii) se déduit des deux premiers. ]

Passons maintenant & des résultats d’existence.
Proposition 4.2.3. — Soit n € N. Alors lextension des scalaires de A’y™
a B est Ag™ avec pour morphisme canonique fn: Ag™ — AU, tel que

défini dans lexzemple [2.2.7)

Démonstration. — Le résultat découle de la proposition [{.1.1] O
Théoréme 4.2.4. — Tout espace A-analytique s’étend a B.
Démonstration. — Soit X un espace A-analytique. Si X est un modéle local A-

analytique, alors le résultat découle de la proposition et du lemme
Le cas général s’en déduit en recouvrant X par des modéles locaux et en

recollant les différentes extensions. O

On peut considérer des extensions des scalaires successives.
Lemme 4.2.5. — Soit X un espace A-analytique. Soit B' un anneau de base
géométrique et soit f': B — B’ un morphisme d’anneauz de Banach borné.
Alors on a un isomorphisme canonique

XoaB = (X o4B) &8

Démonstration. — Lorsque X est un espace affine analytique, le résultat dé-
coule de la proposition Celui pour les modéles locaux analytiques s’en
déduit par le lemme [4.2.2] et, finalement, le cas général, par recollement. [

On peut également combiner extension des scalaires et analytification.
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Lemme 4.2.6. — Soit X un schéma localement de présentation finie sur A.
Alors on a un isomorphisme d’espaces B-analytiques canonique

X 4 B (X ®4B)™

Démonstration. — Lorsque X est un espace affine, le résultat découle de la pro-
position [4.2.3] Celui pour les schémas affines s’en déduit par le lemme 4.2.2] et
la construction de I’analytifié (deuxiéme point de la preuve du théoréme 4.1.4)).

Le cas général s’en déduit par recollement (troisiiéme point de la preuve du

théoréme |4.1.4)). O

Il est souvent utile de considérer ’extension des scalaires d’un espace au
corps résiduel complété d’un de ses points.
Lemme 4.2.7. — Soit X un espace A-analytique. Le morphisme Ay : M(H(x)) —
X de lexemple induit un morphisme

Ae @4 H(z): M(H(z)) — X @4 H(x)

qui est une immersion fermée. Son image x' est envoyée sur x par le mor-
phisme X ®4 H(z) — X et le morphisme canonique H(x) — H(z') est un
isomorphisme isométrique.

Démonstration. — L’image de A, étant le point x, on peut localiser au voisi-
nage de x pour démontrer le résultat. On peut donc supposer que X est un
fermé analytique d’un ouvert U d’un espace affine Azl’an. Notons T, ...,T, les
coordonnées sur Azan. Le morphisme A, est alors défini comme celui associé
au morphisme d’évaluation A[T1,...,T,] — H(x).

Par extension des scalaires & H(x), on obtient un diagramme commutatif

M(H(z)) > X » U » AT

. | T T

X @4 H(z) —— U H(z) — A

an

(z)
dans lequel le morphisme M(H(z)) — A%’?;) est associé au morphisme

AT\ T] — H(z)
T, — Tix)

En particulier, le morphisme M(H(z)) — AZ’?;) est une immersion fermée
définie par le faisceau d’idéaux Z sur A;L{’?;l) engendré par Ty — T (x), ..., T, —
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T,,(z). Le morphisme M(H(z)) — X ® 4 H(z) est donc encore une immersion
fermée, définie par le tiré en arriére de Z sur X.
La derniére partie de ’énoncé est claire. ]

4.3. Produits fibrés

Dans cette section, nous supposerons que A est un anneau de base géo-
métrique. Nous allons démontrer que la catégorie A—An admet des produits
fibrés. La stratégie adoptée est la méme qu’a la section pour l'extension

des scalaires.

Commengons par deux lemmes généraux.
Lemme 4.3.1. — Soient ¢o: X — Z et ¢: Y — Z des morphismes d’espaces
A-analytiques. Supposons que le produit fibré de X et'Y au-dessus de Z existe
dans la catégorie A— An. Notons P ce produit et px: P — X et py: P =Y

les deuz projections canoniques.

i) Soient U un ouvert de X et V un ouvert de Y. Alors py(U) Npyt (V) est
le produit fibré de U et V au-dessus de Z dans A— An.

ii) Soient F' un fermé de X défini par un faisceau d’idéaux cohérent T et G
un fermé de Y défini par un faisceau d’idéaux cohérent J. Alors le fermé
analytique de P défini par l'idéal somme des images de px*T et py*J
dans Op est le produit fibré de F' et G au-dessus de Z dans A— An.

Démonstration. — Le point i) découle directement de la propriété universelle
du produit. Pour démontrer le point ii), on utilise la proposition O

L’énoncé qui suit découle du précédent.
Lemme 4.3.2. — Soit Z un espace A-analytique. Soient X et'Y des espaces
A-analytiques au-dessus de Z. Supposons qu’il existe un produit fibré P de X
et Y au-dessus de Z dans A— An. Soit v: X' — X wune immersion (resp.
immersion ouverte, resp. immersion fermée) d’espaces A-analytiques au-dessus
de Z. Alors, il existe un produit fibré P’ de X' et Y au-dessus de Z dans A—
An et le morphisme canonique P' — P est une immersion (resp. immersion
ouverte, resp. immersion fermée). O

Nous allons maintenant démontrer des résultats d’existence de produits.
Proposition 4.8.3. — Soient n,m € N. Alors AZer’an est le produit
de AT et AT dans la catégorie A— An.
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Démonstration. — Le résultat découle de la proposition |4.1.1 O

Puisque chaque espace A-analytique posséde un morphisme canonique
vers M(A), le produit dans la catégorie A — An coincide avec le produit
fibré au-dessus de M(.A). Nous pourrons donc utiliser le lemme dans le
contexte des produits.

Corollaire 4.3.4. — Soient n,m € N. Soient X un fermé analytique d’un
ouvert de AZ’an et Y un fermé analytique d’un ouvert de Aﬁ’an. Alors le produit
de X etY existe dans la catégorie A— An et c’est un fermé analytique d’un
ouvert de AZer’an, O
Corollaire 4.3.5. — La catégorie A— An admet des produits finis.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que le produit de deux espaces existe.
Soient X et Y des espaces A-analytiques. Si ce sont des modéles locaux A-
analytiques, le résultat découle du corollaire [1.3.4] Le cas général s’en déduit
en recouvrant les espaces par des modéles locaux et en recollant les différents
produits. O

Notation 4.3.6. — Soient X et Y des espaces A-analytiques. Nous noterons
X X 4Y leur produit dans la catégorie A—An.

L’existence de produits va nous permettre de démontrer ’existence de pro-
duits fibrés.
Proposition 4.3.7. — Soient v: X — Z et y: Y — Z des morphismes
d’espaces A-analytiques. Notons px: X x4 Y — X et py: X xyu Y = Y
les deux morphismes de projection. Supposons que Z soit un fermé analytique
d’un owvert de A'y™. Notons Tt,..., T, les coordonnées sur A'y™ et, pour
tout i € [1,n], posons

fi = (popx)¥(Ty) et gi == (¢ o py) (T}) dans O(X x4 Y).

Alors, le fermé analytique de X x4 Y défini par Uidéal (f1 — g1, fn — Gn)
est le produit fibré de X etY au-dessus de Z.
Démonstration. — Cela découle de la proposition [2.3.8 O

Théoréme 4.83.8. — Pour tous morphismes d’espaces A-analytiques ¢: X —
Z et p:Y — Z, le produit fibré de X et Y au-dessus de Z existe et est
naturellement un fermé analytique de X X 4Y.

En particulier, la catégorie A— An admet des produits fibrés finis.
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Démonstration. — Le résultat s’obtient en recouvrant Z par des modéles lo-
caux, en appliquant la proposition au-dessus de chacun d’eux, puis en
recollant les produits fibrés obtenus. ]

Notation 4.3.9. — Soient ¢: X — Z et ¢: Y — Z des morphismes d’es-
paces A-analytiques. Nous noterons X Xz Y le produit fibré de X et Y au-
dessus de Z dans la catégorie A — An (en sous-entendant les morphismes ¢
et ).

En utilisant le corollaire £:3.4] nous obtenons le résultat suivant.
Corollaire 4.3.10. — Soient n,m € N. Soient X un fermé analytique d’un
ouvert de Al’an et Y un fermé analytique d’un ouvert de Azhan. Soient p: X —
Z et:Y — Z des morphismes d’espaces A-analytiques. Alors le produit fibré
X xzY est un fermé analytique d’un ouvert de AZer’an. O

En utilisant les propriétés universelles, on vérifie que le produit fibré com-
mute a l'extension des scalaires.

Lemme 4.3.11. — Soient o: X — Z et: Y — Z des morphismes d’espaces
A-analytiques. Soit f: A — B un morphisme d’anneauzr de Banach borné, ot

B est un anneau de base géométrique. Alors, on a un isomorphisme canonique
(X Xzy) ®ABE (X ®AB) XZ®AB (Y@AB).

O

On peut également combiner produit fibré et analytification.
Lemme 4.3.12. — Soient f: X — Z et g: Y — Z des morphismes de
schémas localement de présentation finie sur A. Alors on a un isomorphisme

d’espaces A-analytiques canonique

(X xz V)™ 5 X9 X gan YO
Démonstration. — La propriété universelle du produit fibré permet de
construire un morphisme canonique (X xz V)™ — X2 X zan Y27,

En utilisant la propriété universelle de 'analytification et le fait que les
produits fibrés dans la catégorie des schémas sont également des produits fibrés
dans la catégorie des espaces localement annelés (cf. [Sta20), Tag 01JN]), on
construit un morphisme canonique X®" X zan Y — (X x z Y)?".

On vérifie que ces morphismes sont inverses I'un de l'autre, ce qui permet

de conclure. O
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En utilisant I’extension des scalaires, on peut obtenir un énoncé plus général
d’existence de produits fibrés. Il se démontre directement a ’aide des résultats
déja obtenus.

Proposition 4.3.13. — Soit ¢: X — Z un morphisme d’espaces A-
analytiques. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ou
B est un anneau de base géométrique. Soient Y wun espace B-analytique et
Vv:Y — Z un morphisme d’espaces analytiques au-dessus de f. Alors [’espace
B-analytique (X ©4 B) X 76 4B Y représente le foncteur qui a tout espace
analytique T au-dessus de B associe l'ensemble des diagrammes commutatifs

d’espaces analytiques au-dessus de A de la forme

T —— X

I

Y —— 7

O
Dans le cadre de la proposition précédente, nous adopterons parfois la no-

tation simplifiée

XXZY:: (X@AB) XZ®ABY

Définissons maintenant les morphismes diagonaux.
Définition 4.3.14. — Soient X, Y des espaces A-analytiques et p: X — Y
un morphisme. On note p1: X xy X — X et po: X xy X — X les deux
projections canoniques. On appelle morphisme diagonal 'unique morphisme
Ax/y: X = X xy X qui fait commuter le diagramme

idx

X xy X 24 x .

idx pll iﬁﬁ

X % 4y

Dans le cas ou Y = M(A) et ¢ est le morphisme structural, on pose Ax :=

Ax/ma)-
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Proposition 4.3.15. — Soient X, Y des espaces A-analytiques et p: X —Y
un morphisme. Supposons que X est un modele local A-analytique. Alors, le
morphisme diagonal Ay y: X — X xy X est une immersion fermée.
Démonstration. — Par hypothése, X s’identifie & un fermé analytique d’un
ouvert de Aﬁ’an. Notons Ti,...,T, les coordonnées sur ’espace AZ’an et iden-
tiquement leur restriction a X. Posons A := Ax/y.

Soit 7 le faisceau d’idéaux de X xy X engendré par les sections pi7T; — p5T;
avec j € [1,m], F le fermé analytique de X xy X qu'il définit et t: FF — X xy X
I'immersion fermée associée. Pour tout ¢ € [1,m], on a

A*(piTy — paT5) = A'piT; — A™pyT;
=T -1
=0
donc, d’aprés la proposition [2.3.8], il existe un morphisme 1: X — F' tel que
A=107.

Montrons que % est un isomorphisme, d’inverse p; o¢. Cela entrainera que A
est une immersion fermée, comme désiré. Remarquons, tout d’abord, que 'on
a

protoy =proA=idyx
par définition.
Calculons maintenant 1 o p; o ¢. D’aprés le corollaire X Xy X est un

2n,an

fermé analytique d’un ouvert de A% Les fonctions piT1, ..., piTh, p3T1, ..., p5T,

forment un systéme de coordonnées sur Ai{“an. Pour tout ¢ € [1,n], on a

(Yoprod)'pi Ty = pip* ;i Ty = 1T,
et, pour tout j € [1,m], on a
(Y op1 o) " p3Ts = U pig*py T = U piTy = p3Tj,
par définition de F. On déduit alors de la proposition que Y opyoL =
idx. ]

Corollaire 4.3.16. — Soient X, Y des espaces A-analytiques et p: X —Y
un morphisme. Alors, le morphisme diagonal Ax,y: X — X Xy X est une
immersion.

Démonstration. — D’aprés la proposition [2.3.10] il suffit de montrer que
tout point z de X Xy X posséde un voisinage W tel que le morphisme
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-1
AX/Y

donc locale sur X xy X. D’aprés le lemme |4.3.1] on peut donc restreindre X

(W) — W induit par A soit une immersion fermée. La question est

et supposer que c’est un modéle local A-analytique. Le résultat découle alors
de la proposition [4.3.15 ]

4.4. Morphismes propres

Commencons par rappeler la définition d’application propre entre espaces
topologiques (c¢f. [BouT71l, I, §10]).
Définition 4.4.1. — Une application f: T — T’ entre espaces topologiques
est dite propre si elle est continue et si, pour tout espace topologique T,
Papplication f x idpv: T x T" — T x T" est fermée.

Un morphisme d’espaces A-analytiques est dit propre si application induite

entre les espaces topologiques sous-jacents est propre au sens précédent.

Remarque 4.4.2. — La propreté est une notion locale au but, c¢f. [Bou7l,
I, §10, n° 1, proposition 3 b)].
Remarque 4.4.3. — Dans le cas ou A = k est un corps valué ultramétrique

complet, V. Berkovich définit les morphismes propres comme les morphismes
qui sont propres au sens topologique et sans bord (cf. [Ber90, p. 50, aprés le
corollaire 3.1.6]). Puisque nous ne considérons ici que des espaces sans bords
(¢f. remarque , cette derniére condition est toujours satisfaite et il n’est
donc pas nécessaire de I'imposer.

Enoncons quelques propriétés des applications propres vis-a-vis de la com-
position.
Lemme 4.4.4 (|[BouT1, I, §10, n° 1, proposition 5|)

Soient f: T — T et g: T' — T" des applications continues entre espaces

topologiques.

i) Si f et g sont propres, alors go f est propre.

ii) Si go f est propre et f est surjective, alors g est propre.
iii) Si go f est propre et g est injective, alors f est propre.
iv) Si go f est propre et T' est séparé, alors [ est propre.

La propreté peut essentiellement s’exprimer en termes de compacité. Nous

disposons en particulier d’un critére utile pour démontrer la propreté.
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Lemme 4.4.5. — Soit f: T — T une application continue entre espaces
topologiques.

i) Si f est propre, alors pour tout partie quasi-compacte K de T, l’image
réciproque f~1(K) est quasi-compacte.
ii) Si tout point t de T' posséde un voisinage compact V' dont limage réci-

proque f~Y(V) est compacte, alors f est propre.

Démonstration. — 1) découle de [BouT71l I, §10, n° 2, proposition 6].
ii) découle de la remarque m et de [BouT71l I, §10, n°2, corollaire 2 du
lemme 2]. O

Rappelons que, pour tout n € N, nous avons défini un morphisme
fo: A™ — AT™ dans exemple i
Proposition 4.4.6. — Soit n € N. Le morphisme f, est propre.
Démonstration. — Notons T, ..., T, les coordonnées sur A;™ et Ajg™. Pour
tout r € R+, notons D M(A)(T) et EM(B) (r) les polydisques fermés de poly-
rayon (r,...,r) au-dessus de M(A) et M(B) respectivement.

Soit K une partie compacte de A7*. Il existe r € Rsg tel que K C
D pqeay(r). Or, on a

Fo (D ateay(1)) = Dy (1),

qui est une partie compacte de Ag™". Puisque fn est continue, f1(K) est
fermée dans un compact de AF™, et donc compacte. On déduit alors du

lemme ii) que fn est propre. 0
Corollaire 4.4.7. — Pour tout espace A-analytique X, le morphisme d’ex-

tension des scalaires X @ 4 B — X est propre.
Démonstration. — D’apreés le lemme[4.4.5] il suffit de montrer que tout point x
de X posséde un voisinage compact dont l'image réciproque est compacte.
Soit x € X. Quitte a remplacer X par un voisinage de x, on peut supposer
que X est un sous-espace analytique d’un ouvert U de l’espace affine Azt’an.
La proposition assure que le morphisme fn: Ag’an — AZ’an est propre.
D’aprés le lemme onalU®&uqB=f1U)et X&4B8=f1X). Le
résultat s’en déduit. ]

Proposition 4.4.8. — Soit ¢: X — Y un morphisme propre d’espaces A-

analytiques. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ou B
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est un anneau de base géométrique. Alors le morphisme og: X @ 4B — Y @ 4B,
déduit de ¢ par extension des scalaires a B, est propre.

Démonstration. — La propreté étant locale au but, d’aprés le lemme 4.2.2] on
peut supposer que Y est un fermé analytique d’un ouvert de Azt’an. D’apres le
lemme et la proposition m, Y &4 B est alors un fermé analytique d’un
ouvert de AjZ™". En particulier, |V @4 B est séparé.

On a un diagramme commutatif

XéuB 25 X
LPB J’so :
YéuB -2y
D’apres le corollaire [£.4.7] le morphisme px est propre. On déduit alors du
lemme [£.4.4] que ¢ o px = py o pp est propre, puis que g est propre, comme
désiré. O
Comme on s’y attend, la propreté est également stable par changement de

base. Nous le démontrerons a la proposition [£.5.6]

4.5. Parties spectralement convexes

Dans cette section, nous étudions le comportement des parties spectralement

convexes par extension des scalaires et produit fibré.

Commengons par I'extension des scalaires. Soient B un anneau de Banach
et f: A — B un morphisme borné. On suppose que A et B sont des anneaux
de base géométriques.

Notation 4.5.1. — Soient (M, ||-||m) et (N, ]+ ||ar) deux A-algébres de Ba-
nach. On définit une semi-norme ||- || pmg A sur M @4 N par la formule sui-
vante : pour tout z € M @4 N,

el = inf ({3 lmallaclnill, = =3 mi @ ng}).
el el
On note M & 4N le séparé complété de M@ 4N pour la semi-norme ||- || pe A
et M ®f}f N le séparé complété pour la semi-norme spectrale associée.

Rappelons que, pour tout n € N, nous avons défini un morphisme

fo: AR™ — A" dans exemple
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Proposition 4.5.2. — Soit n € N et soit V une partie compacte spectrale-
ment conveze de AZ’an. Alors f;l(V) est compacte et spectralement convexe

et le morphisme canonique
B(V) &% B = B(f, (V)

est un isomorphisme isométrique.
Démonstration. — Notons T1, ..., T, les coordonnées sur A"y™ et A"

D’aprés la proposition et le lemme i), £ (V) est compacte.
Le morphisme A[T},...,T,] — B[T1,...,T,] induit un morphisme (V) —

K(f,71(V)) et un morphisme borné d’anneaux de Banach B(V) — B(f,;1(V)).

n

Ces morphismes s’insérent dans un diagramme commutatif

ATy, ...\ T] —— B[Ty,...,T]

Puisque V est spectralement convexe, I'image de I’application M(B(V)) —
A";™ est égale a V. On en déduit que 'image de I'application M(B(f,7'V)) —
A™ est contenue dans f,'(V), et donc que f,'(V) est spectralement
convexe, d’aprés la proposition [1.3.9]

Passons maintenant & la démonstration de I'isomorphisme. Le mor-
phisme de A-algebres A[T1,...,T,] — B(V) induit un morphisme de
B-algébres B[Ty,...,T,] — B(V) & B. Considérons le morphisme induit
M(B(V) @7 B) — AR™.

D’aprés la proposition il suffit de démontrer les deux propriétés sui-

vantes :

i) I'image du morphisme M (B(V)®7 B) — Ap™ est contenue dans A v);

ii) pour toute B-algébre de Banach uniforme C et tout morphisme de B-
algebres B[T1,...,T,] — C tel que I'image du morphisme induit M(C) —
A™ soit contenue dans fn_l(V), le morphisme B[Ty,...,T,] — C se
factorise de maniére unique par B(V) &7 B.

Pour démontrer i), il suffit de vérifier que I'image du morphisme M (B(V)&’y
B) — A’;™" est contenue dans V. Or le morphisme de A-algebres A[T1, ..., T,] —
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B(V) ®ff B se factorise par B(V). Puisque V est spectralement convexe, le
résultat s’ensuit.

Démontrons maintenant ii). Soient C une B-algébre de Banach uniforme et
B[Ty,...,T,] — C un morphisme de B-algébres tel que le morphisme induit
M(C) — AF™ se factorise par f1(V). Le morphisme M(C) — A" se fac-
torise alors par V. Puisque V' est spectralement convexe, la proposition
assure que le morphisme A[T},...,T,] — C se factorise par B(V), et ce de
fagon unique. En tensorisant par B au-dessus de A, on en déduit une factorisa-
tion de B[T1,...,T,] — C par B(V)® 4B, elle aussi unique. Puisque ’algébre C
est compléte et uniforme, le morphisme B(V)® 4B — C se factorise de maniére
unique par B(V) &4 B, ce qui clét la démonstration. O

On peut, comme de coutume, exprimer la fibre d’'un morphisme au-dessus
d’un point & l'aide d’un produit fibré.

Proposition 4.5.3. — Soient p: X — Y wun morphisme d’espaces A-

analytiques et y un point de Y. Considérons le morphisme A\,: M(H(y)) =Y
de Uexemple [2.2.13 et le produit fibré

X xy M(H(y)) == (X ®A/H(y)) Xy & H(y) M(H(y))

de la proposition[4.5.15. Alors, la projection px: X xy M(H(y)) = X induit
un homéomorphisme

X xy M(H(y)) — ¢ ()

Démonstration. — Aprés extension des scalaires de A & H(y), on obtient le

morphisme
Puy) =P DAMH(Y)): X 4 M(H(y)) — Y @4 M(H(y)).
D’apreés le lemme le morphisme M(H(y)) — Y ©4 M(H(y)) induit

par A, est une immersion fermée et, en notant ' I'unique point de son image, on
a un isomorphisme canonique H(y) — H(y'). On déduit alors du lemme m

que le morphisme

(X @4 M(HW))) Xyé M) MH©Y) — 90;&2,) (v)

induit par la premiére projection est un homéomorphisme. Il suffit donc
de montrer que 'application go;_&y) (v') — ¢ '(y) induite par le morphisme
TH(y) X ®4 H(y) — X est un homéomorphisme. Le morphisme TH(y) est
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continu et propre, d’aprés le corollaire [4.4.7] Par conséquent, il suffit de
montrer que I'application ‘P';z%y) (v') = ¢~ 1(y) est bijective.

Quitte & restreindre Y, on peut supposer qu’il s’envoie par une immersion
dans un espace affine analytique AZL’&H, et méme qu’il coincide avec cet espace
affine. Notons 11, ..., T}, les coordonnées sur AiZ’an.

On peut également raisonner localement sur X. Quitte & restreindre X,
on peut supposer que c’est un fermé analytique d’un ouvert U d’un espace
affine AZ’an. On peut également supposer que le morphisme ¢ s’étend en un
morphisme ¢: X - Y = AZ’an.

Soit V un voisinage spectralement convexe de x. Soit z € V N ¢~ !(y). Le

morphisme
ATy, ..., Ty] — B(V) — H(2)

se factorise par H(y) et induit donc un morphisme
o.: B(V) ®ff H(y) — H(2),

par la propriété universelle du produit tensoriel. Or, d’aprés la proposi-
tion f}j L(V) est spectralement convexe et on a un isomorphisme
B(f;'(V)) ~ B(V) &} H(y). Par conséquent, le morphisme o, défi-
nit un point o(z) de f;'(V). On vérifie qu’il appartient a go;&y)(y’) et
que 7yy)(0(2)) = 2. On vérifie également que, pour tout point t de
ffv)n cp;{%y) (%), on a o (myy)(t)) = t. Ceci conclut la preuve. O

Passons maintenant a ’étude du produit fibré.
Proposition 4.5.4. — Soient n,m, N € N. Soit U" (resp. V', resp. W')
un ouvert de AZ’an (resp. AZ’an, resp. Aﬁ’an). Soit U (resp. V', resp. W) un
ensemble compact spectralement convexe de U’ (resp. V', resp. W'). Soient
o: U — W' et: V' — W' des morphismes d’espaces A-analytiques tels que
(U)W etp(V)C W. On a naturellement

/ / / / s ,an +m,
U xy VICU x4V C AT x g AT ~ AT

Notons pyr: U xy V' = U’ et pyr: U Xy V! — V' les deux projections.
Alors, l’ensemble

Uxw V:=p; U)Npy (V),
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est une partie compacte spectralement convexe de AZer’an et le morphisme

canonique
B(V) @y BU) = BU xw V).

est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. — La suite d’inclusions suivie d’un isomorphisme provient du
théoréme du lemme et de la proposition [4.3.3
Notons Ti,...,T, (resp. Si,...,Sm, resp. Zi,...,Zn) les coordonnées

, resp. Aﬁ’an). Notons papr: U x4 V' — U’ et

m,an

sur Ap™ (resp. A’}
pay: U x4 V' — V' les deux projections. Posons

U xaVi=pap(U) Ny (V).
Pour tout ¢ € [[1, N], posons

fi = (popav)(Z) et gi = (Y opayv)*(Z) dans OU' x4 V).

D’apreés la proposition U xy V' =U"x AN V' est le fermé analytique
de U’ x 4 V' défini par I'idéal (f1 — g1,..., fn — gn)-

Montrons, tout d’abord, que U Xy V est compact. Puisque c’est un fermé
de U x4 V, il suffit de montrer que ce dernier I'est. Puisque U et V sont

compacts, il existe r1,...,7,, S1,...,5m € Rxg telsque U C EM(A)(TL ceeyTn)
et V. C Dagay(s1,- -, 5m)- Alors,i] x 4 V est une partie fermée de AZfLm’an
qui est contenue dans le compact D pq(4) (Fiy...yTnyS1,...,Sm). Elle est donc

compacte.

Montrons, maintenant, que U Xy V est spectralement convexe. Le mor-
phisme A[T1,...,T,] — B(U xw V) s’étend en un morphisme borné d’al-
gebres de Banach B(U) — B(U xw V). Par conséquent, 'image du morphisme
MBU xw V)) = AT induit par A[Ty,..., Ty, S, ..., Sm] = B(U xw
V') est contenue dans p{],l(U ). En raisonnant de fagon similaire, on montre que
cette image est également contenue dans p(,,l(V), et donc dans U x4 V. En
outre, pour tout ¢ € [1,N], on a f; —g; = 0 sur U’ xy» V' et donc dans
B(U xw V). On en déduit que 'image du morphisme M(B(U xw V)) —
AZJFm’an est contenue dans U Xy V', ce qui entraine que U Xy V est spectra-
lement convexe, d’aprés la proposition

Passons finalement & la démonstration de I’isomorphisme. A partir des mor-

phismes A[T1,...,T,,] — B(U) et A[Si,...,Sn] — B(V), on construit un
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morphisme
ATy, T, S,y S] — B(U) @iy BV).

Considérons le morphisme induit M(B(U) ®;;p(w) B(V)) — AZ“‘m,an. D’aprés
la proposition [[.3.11} il suffit de démontrer les deux propriétés suivantes :

i) image du morphisme M (B(U) ®SBP(W) B(V)) — AZer’an est contenue
dans U xw V;

ii) pour toute A-algébre de Banach uniforme C et tout morphisme de .A-
algebres A[T1,...,Ty,S1,...,Sm] — C tel que I'image du morphisme
induit M(C) — AZJFm’an soit contenue dans U Xpuy) V, le mor-
phisme A[TY,...,T,,S1,...,Sn] — C se factorise de maniére unique par
B(U) &g BV)-

On y parvient en raisonnant d’une fagon similaire & celle adoptée dans la
démonstration de la proposition [£.5.2] O

Enoncons une conséquence du résultat précédent concernant les espaces to-
pologiques sous-jacents aux produits fibrés d’espaces analytiques.
Proposition 4.5.5. — Soient ¢: X — Z et ¢: Y — Z des morphismes
d’espaces A-analytiques. Notons |X|, |Y| et |Z]| les espaces topologiques sous-
jacents a X, Y et Z respectivement. L’application naturelle

|X XZy| — |X| X|Z| |Y‘

est continue, propre et surjective.
Démonstration. — L’application IT: |[X xz Y[ — |X| x|z |Y| est continue par
construction. Montrons qu’elle est surjective. Soient x € X, y € Y et z € Z
tels que z = p(z) = ¥(y). Quitte a restreindre les espaces, on peut suppo-
ser que X, Y, et Z sont des fermés analytiques d’espaces affines. Notons T’
I’ensemble des points de X Xz Y qui se projettent respectivement sur = et y
par les premiére et deuxiéme projections. D’aprés les exemples et
et le théoréme tout point = d’un espace affine est spectralement convexe
et on a B({z}) = H(x). La proposition assure donc que T est en bi-
jection avec M(H(x) ®3§(Z) H(y)). Or H(x) ®;_IZ<Z) H(y) n’est pas nulle, donc,
d’aprés le théoréme T n’est pas vide. On en déduit que I'application II
est surjective.

Montrons finalement que I'application IT: [X x Y| — | X|x|z/|Y| est propre.
D’apreés le lemme il suffit de montrer que tout point de |X| x|z Y|
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posséde un voisinage compact dont 'image réciproque par Il est compacte.
Soient ¢ un point de |X| x|z [V]. Il existe x € X, y € Y et 2 € Z tels que
z = p(x) = ¢¥(y) et t soit I'image du point (x,y) de | X| x |Y]. Soit U (resp. V,
resp. W) un voisinage de x dans X (resp. y dans Y, resp. z dans Z) qui
est un fermé analytique d’un ouvert U’ (resp. V', resp. W) d’un espace affine
analytique. On peut supposer que p(U) C W et que ¢ s’étend en un morphisme
@: U’ — W'. De méme, on peut supposer que ¥(V) C W et que 1) s’étend en
un morphisme ¢ : V' — W’. Soit Wy un voisinage compact de z dans W qui est
spectralement convexe dans W’. Soit Uy (resp. Vj) un voisinage compact de z
dans U (resp. y dans V') qui est spectralement convexe dans U’ (resp. V') et tel
que p(Uy) € Wy (resp. ¥(Vp) C Wy). Il suffit de montrer que I'image réciproque
de Uy xw, Vo par II est compacte. Cela découle de la proposition O

Nous pouvons maintenant démontrer la stabilité des morphismes propres
par changement de base.
Proposition 4.5.6. — Soit o: X — Y un morphisme propre d’espaces A-
analytiques. Soit ©: Z — Y un morphisme d’espaces A-analytiques. Alors le
morphisme pz: X Xy Z — Z, déduit de ¢ par changement de base a Z, est
propre.
Démonstration. — L’application entre espaces topologiques |p|: | X| — |Y]
est propre. Par définition, la propreté est préservée par changement de base,
donc P'application |X| x|z |[Y| — |Z] induite par |¢| et [¢| est propre. En
outre, d’aprés la proposition Iapplication naturelle | X xy Z| — | X| Xy
|Z| est propre. Le lemme assure que la composée |pz| des applications

précédentes est propre. ]

4.6. Morphismes séparés

Cette section est consacrée a la notion de morphisme séparé. Précisons que
les espaces analytiques que nous considérons, qui s’obtiennent pas des recolle-
ments généraux de sous-espaces d’espaces affines, ne sont pas nécessairement
topologiquement séparés.

Définition 4.6.1. — Soient X, Y des espaces A-analytiques et ¢: X — Y
un morphisme. On dit que le morphisme ¢ est séparé si le morphisme diagonal

Ax/y: X = X Xy X est une immersion fermée.
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On dit que l'espace A-analytique X est séparé si son morphisme structural
m: X = M(A) est séparé.
Exzemple 4.6.2. — D’apres la proposition[4.3.15] tout modeéle local est séparé
(ainsi que tout morphisme dont la source est un modéle local).
Proposition 4.6.3. — Soit p: X — Y un morphisme séparé d’espaces A-
analytiques.

i) Soit f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ou B est un
anneau de base géométrique. Alors le morphisme pp: X @ 4B =Y @4 B,
déduit de ¢ par extension des scalaires & B, est séparé.

it) Soit ¥: Z — Y un morphisme d’espaces A-analytiques. Alors le mor-
phisme pz: X Xy Z — Z, déduit de ¢ par changement de base a Z, est

SEPare.

Démonstration. — i) Par hypothése, le morphisme diagonal Ax/y: X —
X Xy X est une immersion fermée. Par la propriété universelle de 1’extension
des scalaires, I'extension de Ax/y a B s’identifie au morphisme diagonal

Axg B/vous: X @aB— (X @aB) xyg 5 (X ©4B).

D’aprés le lemme iii), c’est encore une immersion fermée. Le résultat

s’ensuit.
ii) Le résultat se démontre comme i), en utilisant le lemme au lieu du
lemme O

Intéressons-nous maintenant & la version topologique de la séparation.
Définition 4.6.4. — Soient T', T" des espaces topologiques. Une application
f: T — T est dite séparée si 'image du morphisme diagonal T'— T xp+ T est
fermée.

La caractérisation suivante se démontre sans difficultés.
Lemme 4.6.5. — Soient T, T' des espaces topologiques. Une application
f: T — T est séparée si, et seulement si, pour tout t' € T' et tous t; #
ty € f_l(t’), il existe des voisinages Uy de t1 et et Uy de to dans T tels que
UpNUy =0.

En particulier, si T est séparé, alors toute application f: T — T' est séparée.

O

Remarque 4.6.6. — La séparation est une propriété locale au but.
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Lemme 4.6.7. — Soient f: T — T et g: T' — T" des applications continues
entre espaces topologiques.

i) Si f et g sont séparées, alors g o f est séparée.

it) Si go f est séparée, alors f est séparée.

0

Les notions de séparation analytique et topologique sont reliées.
Proposition 4.6.8. — Soit p: X — Y wun morphisme d’espaces A-
analytiques. Alors, ¢ est séparé si, et seulement si, le morphisme d’espaces
topologiques sous-jacent |p|: | X| — Y| est séparé.
Démonstration. — Supposons que  est séparé. Le morphisme diagonal A x/y
est alors une immersion fermée. En particulier, son image est fermée. Considé-

rons le diagramme commutatif

A
X1 22 x sy X

AIXN lﬂ

| X x|y [X]

On a

Im(A|x/v)) = I(Im(|Ax/y]))-
D’apreés la proposition [4.5.5] Papplication II est propre, donc fermée. Par consé-
quent, Im(A|x/y|) est fermée.

Réciproquement, supposons que |p| est séparé. Nous allons montrer que
Ax/y est une immersion fermée. D’aprés le corollaire Ax/y est une
immersion, donc, d’aprés la proposition [2.3.9] il suffit de montrer que son image
est fermée.

Soit t € (X xy X)\Ax/y(X). Alors, avec les notations de la déﬁnitionm
on a p1(t) # pa2(t). Puisque |p| est séparé, il existe un voisinage ouvert Uy
de p1(t) dans X et un voisinage ouvert Uy de po(t) dans X tels que U1 NU; =
0. L'ouvert p; ' (Uy) N py ' (Uz) de X xy X contient alors ¢ sans rencontrer
Ax/y(X). On en déduit que (X xy X)\ Ay,y(X) est ouvert, et donc que
Ax/y(X) est fermé. O

Terminons en considérant les graphes de morphismes.
Définition 4.6.9. — Soient X, Y, Z des espaces A-analytiques et p: X — Y
un morphisme au-dessus de Z. Notons px: X XzY - Xetpy: X xzY =Y
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les deux projections naturelles. On appelle graphe du morphisme ¢ 'unique
morphisme I'p: X — X Xz Y qui fait commuter le diagramme

X — Z
Proposition 4.6.10. — Soient X, Y, Z des espaces A-analytiques et
@: X — Y un morphisme au-dessus de Z. Alors, le morphisme I'y: X —
X Xz Y est une tmmersion.

Si le morphisme Y — Z est séparé, alors ', est une immersion fermée.
Démonstration. — On a le diagramme cartésien suivant dans la catégorie des

espaces A-analytiques :

A
Y —
D’aprés le corollaire @ Ay/z est une immersion. Si le morphisme Y — Z
est séparé, ¢’est méme une immersion fermée, par définition. Le résultat découle
maintenant du lemme O






CHAPITRE 5

ETUDE DES MORPHISMES FINIS

Ce chapitre est consacré aux morphismes finis et a leurs applications.

Dans la section [5.1] nous définissons les morphismes finis d’espaces analy-
tiques en établissons quelques propriétés élémentaires. Nous nous intéressons
ensuite aux analogues de certains résultats classiques dans notre contexte.

Dans la section [5.2] nous montrons que I'image directe d’un faisceau cohérent
par un morphisme fini est un faisceau cohérent (cf. théoréme . La preuve
fournit également un critére de finitude locale : pour qu’un morphisme soit
fini au voisinage d’un point, il faut et il suffit que ce point soit isolé dans sa
fibre (cf. théoréme . Nous nous attendons, plus généralement, a ce que
la cohérence soit préservée par image directe par un morphisme propre. Nous
prévoyons de traiter cette question dans un prochain travail.

Dans la section [5.3], nous montrons que les morphismes finis sont stables par
changement de base (cf. proposition .

Dans la section[5.4] nous établissons une propriété de changement de base fini
pour les faisceaux cohérents. Etant donné un carré cartésien correspondant au
produit fibré d’un morphisme fini par un morphisme quelconque, les opérations
de tirer en arriére puis pousser en avant ou de pousser en avant puis tirer en
arriére fournissent des faisceaux cohérents isomorphes (cf. corollaire . Le
méme résultat vaut en remplagant ci-dessus le morphisme quelconque par une

extension des scalaires (cf. corollaire |5.4.11]).

Dans la section [5.5, nous démontrons une variante du Nullstellensatz, dite
Nullstellensatz de Riickert (cf. théoréme et corollaire [5.5.8)), établissant
un lien entre fonctions nulles en tout point et fonctions nilpotentes. Elle est
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utilisée dans la section finale pour montrer des critéres d’ouverture de
morphismes finis, par exemple le fait qu'un morphisme fini et plat est ouvert
(¢f. corollaire |5.6.5]).

Fixons (A, ||-||) un anneau de base géométrique. Posons B := M(A).

5.1. Définition et premiéres propriétés

Dans cette section, nous définissons les morphismes finis et rappelons
quelques résultats classiques.
Définition 5.1.1. — Une application f entre espaces topologiques est dite
quasi-finie si ses fibres sont finies. Elle est dite finie si elle est, en outre, conti-
nue, séparée et fermée.
Remarque 5.1.2. — La finitude est une propriété locale au but.
Lemme 5.1.8. — Soit f: T — T une application continue et fermée entre
espaces topologiques. Soient t' € T' et V une base de voisinages de t' dans T'.
Alors

{71 (v):vevy

est une base de voisinages de f~(t') dans T. O
Le résultat suivant est une conséquence directe de [BouT71l I, §10, n°2,
théoréme 1].
Proposition 5.1.4. — Toute application finie entre espaces topologiques est
propre.
En particulier, une application quasi-finie est finie si, et seulement si, elle
est séparée et propre. ]
Enoncons quelques propriétés des applications finies vis-a-vis de la compo-
sition.
Lemme 5.1.5. — Soient f: T — T et g: T' — T" des applications continues
entre espaces topologiques.
i) Si f et g sont quasi-finies (resp. finies), alors g o f est quasi-finie (resp.
finie).
i1) Si go f est quasi-finie et f est surjective, alors g est quasi-finie.
i11) Si go f et quasi-finie (resp. finie) et g est injective, alors f est quasi-finie
(resp. finie).
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Démonstration. — Les résultats se démontrent aisément pour la propriété de
quasi-finitude. En utilisant la proposition [5.1.4] on se raméne & démontrer les
propriétés correspondantes pour les applications séparées et propres, et 1’'on

conclut par les lemmes et O

Définition 5.1.6. — Soit ¢: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
On dit que ¢ est quasi-fini (resp. fini) si Papplication induite entre les espaces
topologiques sous-jacents est quasi-finie (resp. finie).

Pour tout point  de X, on dit que ¢ est fini en x 'l existe un voisinage U

de x dans X et un voisinage V de ¢(z) dans Y tel que o(U) C V et le
morphisme gy : U — V induit par ¢ soit fini.
Lemme 5.1.7. — Soient ¢: X — Y ety: Y — Z des morphismes d’espaces
A-analytiques. Soit © € X. Si ¢ et fini en x et 1 est fini en o(x), alors 1 o ¢
est fini en x. O
Exemple 5.1.8. — Soit P € A[T] un polynoéme unitaire non constant. Alors
le morphisme pp: A}L{an — Ai{an défini par P (cf. exemple est fini.

En effet, pp est clairement quasi-fini et séparé, puisque A}L{an est séparé. En
outre, pour tout r € R>¢, 'ensemble

¢p' (Dp(r)) = Dp(P,r)
est compact (cf. [PoilOal, Corollaire 1.1.12]). Par conséquent, d’aprés le
lemme le morphisme ¢p est propre.

L’énoncé suivant se déduit sans difficultés du lemme 1.3

Proposition 5.1.9. — Soit p: X — Y un morphisme fini d’espaces A-

analytiques.

i) Pour tout faisceau de Ox-modules F et tout y € Y, le morphisme naturel

(o F)y — H Fa
z€p~(y)
est un isomorphisme de Oy,y,-modules.
i1) Le foncteur @, de la catégorie des Ox-modules dans celle des Oy -modules

est exact.

O
Rappelons qu’un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique
posséde une résolution flasque (par exemple, la résolution canonique de Gode-

ment définie dans [God73, 11, §4.3]). L’existence de ces résolutions permet de
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démontrer le résultat suivant (cf. par exemple [GRO4, I, §1, theorem 5| pour
les détails)
Théoréme 5.1.10. — Soit ¢: X — Y wun morphisme fini d’espaces A-
analytiques. Pour tout faisceau de Ox-modules F et tout ¢ € N, on a un
isomorphisme naturel

HY(X,F)~ HUY, p.F).

5.2. Images directes des faisceaux cohérents

Le but de cette section est de montrer que si ¢ est un morphisme fini d’es-
paces analytiques, le foncteur ¢, préserve les faisceaux cohérents.

Théoréme 5.2.1. — Soient ¢: X — Y un morphisme fini d’espaces A-
analytiques et F un faisceau cohérent sur X. Alors, le faisceau @i JF est co-
hérent.

D’un point de vue intuitif, cela signifie que la finitude topologique entraine
la finitude algébrique. Le point-clé consiste & montrer qu'un morphisme fini
ressemble localement & la projection d’un espace affine sur un sous-espace de
coordonnées, & composition par des immersions fermées preés, & la source et au
but (cf lemme . Notre stratégie de preuve reprend celle de [GR84), §3.1].

Les mémes méthodes permettent de démontrer un critére qui relie la pro-
priété d’étre fini au voisinage d’un point & celle d’étre isolé dans sa fibre

(cf. théoréme 5.2.9)).

Nous commengons par traiter plusieurs cas particuliers du théoréme [5.2.1]
Le premier découle directement des définitions.

Lemme 5.2.2. — Soit 1: X — X' une immersion fermée d’espaces A-
analytiques. Alors, un faisceau de Ox-modules F est cohérent si, et seulement
si, txJF est cohérent. O
Lemme 5.2.3. — Posons X := Ai{an avec coordonnée T et notons m: X —

B le morphisme structural. Soit w € A[T] un polyndome unitaire de degré d > 1.
Notons Z le fermé analytique défini par w. Alors,

i) le morphisme mz: Z — B est un morphisme fini;

MWLa structure analytique est ici totalement superflue et le résultat vaut encore pour un
morphisme fini entre espaces topologiques et un faisceau de groupes abéliens.
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ii) le morphisme
O% — (Wz)*OZ

d—1
(agy...,a4-1) +—— Z:aiT2
1=0

est un isomorphisme ;
i1) pour tout faisceau cohérent F sur Z, le faisceau (7).« F est un faisceau

cohérent sur B.

Démonstration. — 1) Puisque w est unitaire, le fermé analytique Z est compact
(cf. [Poil0a) corollaire 1.1.12]). Par conséquent, d’aprés le lemme le

morphisme 7|7 est propre. En outre, pour tout point b de B, I'image réciproque
-1
uy
est donc finie. En d’autres termes, 77 est quasi-fini. Finalement, puisque X

(b) s’identifie & 'ensemble des racines du polynéme unitaire w(b), et elle

est séparé, 17 est séparé. On en déduit que 7 est fini.

ii) Soit b € B. Puisque w est unitaire de degré d, le morphisme

0%, —  Opp[T]/(w)

d—1
(ao,...,ad,l) — Z%‘TZ
=0

est un isomorphisme. D’apreés le corollaire [I.6.6] on a un isomorphisme naturel
Opy[T)/(w) = [I2, 0., ot 21,...,2 sont les zéros de w(b) dans 71 (b),

autrement dit les points de ﬂ‘_Zl(b). Le résultat découle alors de I'isomorphisme

naturel ((m2)«O0z), — [1i_, O., de la proposition

iii) Soit F un faisceau cohérent sur Z. Soit b € B. Notons zi, ...,z les
éléments de 7T|_Zl (b). Pour tout 7 € [1, ], ou peut trouver un voisinage ouvert U;
de z; dans X et une suite exacte

Oyl — O — Fly, — 0.
D’aprés le lemme [5.1.3] on peut supposer que les U; sont disjoints et qu'’il
existe un voisinage ouvert V de b tel que F‘}l (V) = Uy<i<; Ui. D’apres la
proposition [5.1.9} la suite
(7T|Z)*OTUT - (W\Z)*OT[Z — (mz)«Fu, — 0
est encore exacte et, d’aprés ii), le faisceau (m|;)«Oyp, est cohérent. Le résultat

s’ensuit. O
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Enoncons maintenant deux lemmes qui nous seront utiles & plusieurs reprises
pour effectuer des raisonnements par récurrence.
Lemme 5.2.4. — Soit ¢: X — Y un morphisme propre d’espaces A-
analytiques et soit x € X. Posons y := () et supposons que ¢~ (y) = {x}.

Alors, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un voisinage ouvert V
de y dans Y tel que ¢~ 1(V) = U, des entiers k,l € N, un ouvert U’ de Ai{an,
un ouvert V' de Aifn, des immersions fermées vy: U — U x4V et 1y: V —
V' tels que, en notant pyr: U' x4 V' — V' la seconde projection, on ait vy o
Plu=pv’ oLy
Démonstration. — Par définition d’espace analytique, le point z posséde un
voisinage ouvert Uy qui peut s’envoyer par une immersion fermée iy, dans un
ouvert Uy de Ai’an pour un certain k € N. D’aprés le lemme il existe un
voisinage ouvert V de y tel que o~ (V) C Up. Quitte a restreindre V', on peut
supposer qu’il existe une immersion fermée iy dans un ouvert V'’ de Affn pour
un certain I € N. Posons U := ¢~ 1(V). Il existe alors une immersion fermée irs
dans un ouvert U’ de A];{an. Notons 9: U — V le morphisme induit par ¢.

D’aprés la proposition le morphisme T'y,: U — U x4V est une im-
mersion fermée. D’aprés le lemme [£.3.1] nous avons également une immersion
fermée j: U x4V — U’ x4 V'. En posant (yy := j oIy et vy := iy, on obtient
le résultat. O

Lemme 5.2.5. — Soient I,n € N avec n > l. Pour m € [0,n], notons
Om : ;f’an — Af’aﬂ le morphisme de projection sur les m derniéres coordon-
nées. Notons T la premiére coordonnée de AZ{an. Soit U un fermé analytique
d’un ouvert W' de AZ’an et V un fermé analytique d’un ouvert V' de Aifn tels
que o(U) = V. Soient x € U ety € V tels que o; '(y) NU = {x}.

Alors il existe un voisinage ouvert W), _, de op—1(x) dans op—1(W') et un

!
n—1

polynome w € O( )[T] unitaire non constant tel que U N ot (W' _,) soit
un fermé analytique du fermé analytique Z,, de Q;Lil( 1) défini par w.

Démonstration. — Posons z,_1 := g,_1(z). Puisque ¢, '(y) NU = {z}, on a
et 0,1 (x,-1) NU = {z}. Par conséquent, il existe g € OAZ’“#E appartenant a
I'idéal de U, qui s’annule en x mais n’est pas identiquement nul sur Q;Lll($n,1).
Quitte a restreindre W', nous pouvons supposer que g € O(W') et que U est
contenu dans le lieu d’annulation de g sur W’'. Posons W/ _; = g,—1(W’).

D’aprés le corollaire [1.5.13) c’est un ouvert de Azfl’an. D’aprés le théoréme
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de préparation de Weierstraff [1.6.27| quitte a restreindre encore W', on peut

/
n—1

supposer qu'il existe e € O(W') inversible et w € O( )[T'] unitaire tel que
g = ew. Posons d := deg(w). Les propriétés de g assurent que d > 1.

Notons Z,, le fermé analytique de Q;il( 7 _1) défini par w. D’aprés le lemme
le morphisme g),_;: Z, — W},_, induit par p,_; est fini. Par conséquent,
quitte a réduire W/_,, et remplacer W’ par W’Ng.t (W’ _,), on peut supposer
que Z, est une réunion finie d’ouverts disjoints et que 'un de ces ouverts
est Z,, N W'. Dans cette situation, Z, N W’ est un fermé analytique de Z, et,

par conséquent, U aussi. O

Démontrons un autre cas particulier du théoréme [5.2.1] celui ou le mor-
phisme provient d’une projection d’un espaces affine analytique sur un sous-
espace de coordonnées.

Lemme 5.2.6. — Soient o: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Soientx € X ety €Y tels que o~ (y) = {x}. Supposons qu’il existe des entiers
n,l avec n > 1, des ouverts W' de A} et V' de Aifn et des immersions
fermées 1x: X — W' et vy: Y — V' tels que, en notant o= A}™ — Affn la
projection sur les | derniéres coordonnées, on ait of(W') = V' et le diagramme

X =5 w

l@ LQMW’

y X v/
commute.

Alors, il existe un voisinage ouvert Y' de y dans'Y tel que

i) le morphisme v: 1 (Y") — Y’ le morphisme induit par ¢ soit fini;
ii) pour tout faisceau cohérent F sur o~ 1(Y"), le faisceau 1. F soit cohérent.

Démonstration. — Démontrons le résultat par récurrence sur n > [. Sin =1,
ona W' =V’ donc g =id et 1ty o ¢ = 1x. Par conséquent, on a (1y)spsF =

(tx)«F. Le résultat découle alors des lemmes et

Supposons maintenant que n > [ et que le résultat est vrai pour n—1. Notons
On—1° Z’an — Azfl’an la projection sur les n — 1 derniéres coordonnées et T’
la premiére coordonnée de A'y™. D’apres le lemme il existe un voisinage
ouvert W) _; de pp—1(x) dans g,—1(W’) et un polynéme w € O(W)_)[T]
unitaire non constant tel que X N g;&l(Wé_l) soit un fermé analytique du

fermé analytique Z,, de o', (W/_,) défini par w. Quitte a remplacer W' par
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w'n Q;il( T'L_l) et les autres espaces en conséquence, on peut supposer que

W?’/L—l = On-1 (W/)

Par hypotheése, 'immersion fermée ¢ x peut se factoriser sous la forme 1x =

!/

1) sont deux immersions

37,0 dx, ot jx: X — Zy et jz.: Zy — 0, 14(
fermées. On a gp—10tx = ¢_1,7, © jx- D’aprés le lemme c’est un mor-
phisme fini et, d’aprés les lemmes [5.2.2] et pour tout faisceau cohérent F

sur X, le faisceau

(Qn—l)*(LX)*]: = (Qn—1,|Zw)*(jX)*]:

est un faisceau cohérent sur W, _1.

Le raisonnement précédent appliqué avec le faisceau structural montre que
(0n—1)+(tx)+Ox est cohérent. Son support S := g,—1(¢(X)) est donc un fermé
analytique de W/ _,, d’apres la remarquem En particulier, il est muni d’une
structure d’espace A-analytique. Notons g} : AZ_I’an — Aifn la projection sur
les | derniéres coordonnées et ¢’': S — Y le morphisme induit. On a (¢')"1(y) =
{on—1(x)}. Par hypothése de récurrence, quitte a restreindre S et Y, on peut
supposer que ¢ est fini et que, pour tout faisceau cohérent G sur S, le faisceau
(0')«G est cohérent. Le morphisme ¢ = ¢/ 09,1 01x est alors fini et, pour tout
faisceau cohérent F sur X, le faisceau

80*]:: (Q/)*(anl)*(LX)*]:
est cohérent. O

Tous les ingrédients sont maintenant en place pour démontrer le résultat de
cohérence annoncé en toute généralité.

Démonstration du théoréeme[5.2.1 — La cohérence étant une notion locale, il
suffit de montrer le résultat au voisinage de tout point de Y. Soit y € Y.

Si y n’appartient pas & 'image de ¢, puisque ¢ est fermé, il existe un voi-
sinage V de y tel que o~ 1(V) soit vide. Par conséquent, o, F est nul, et donc
cohérent, au voisinage de y.

Supposons que y appartient & 'image de . Notons 1, . . ., x; ses antécédents
par . Puisque ¢ est fini, d’apreés le lemme [5.1.3] il existe un voisinage V' de y
tel que ¢~!(V) puisse s’écrire comme union disjointe finie d’ouverts |_|§:1 Ui,
ou, pour tout ¢ € [1,¢t], U; contient x;. Pour tout i € [1,¢], notons ¢;: U; =V

le morphisme induit par ¢. Il est encore fini.
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Il suffit de montrer que, pour tout i € [1,¢], il existe un voisinage ouvert V;
de y dans V' tel que, en notant v;: ¢; '(V;) — V; le morphisme induit par ¢;, le
faisceau (¢;)«F soit cohérent. En effet, dans ce cas, on peut choisir un voisinage
ouvert W de y contenu dans tous les V; et on a alors

t

(e F)w = [ [ (i)« F)pws
i=1
ce qui permet de conclure.

Soit ¢ € [1,t]. Puisque ¢; est fini, il est propre, d’aprés la proposition
et le point x; est isolé dans sa fibre. On peut donc appliquer le lemme
avec ¢; et x;. On se trouve alors dans la situation du lemme [5.2.6] qui permet
de conclure. O

Corollaire 5.2.7. — Soient p: X — Y un morphisme fini d’espaces A-
analytiques. Soit x € X . Alors

i) le morphisme Oy, (5 — Oy induit par ¢ fait de Op un Oy, y(y)-module de
type fini;

ii) les extensions de corps k(x)/k(p(x)) et H(z)/H(p(z)) induites par ¢ sont
finies.

Démonstration. — D’aprés le théoréme le faisceau p,Ox est cohérent.
Le point i) découle alors de la proposition i). Le point ii) s’en déduit. [

Corollaire 5.2.8. — Soient p: X — Y un morphisme fini d’espaces A-
analytiques. Alors (X)) est un fermé analytique de Y.

Démonstration. — D’aprés le théoréeme le faisceau p,Ox est cohérent.
D’aprés la remarque son support, qui n’est autre que p(X), est un fermé
analytique de Y. ]

Démontrons finalement un critére de finitude locale.
Théoréme 5.2.9. — Soient p: X — Y wun morphisme d’espaces A-
analytiques et x € X. Le morphisme ¢ est fini en x si, et seulement si,
le point = est isolé dans sa fibre = (¢ (x)).
Démonstration. — Suppsosons que ¢ est fini en x. Alors, il existe un voisi-
nage U de = dans X tel que ¢~ '(¢(z)) N U est fini. On en déduit que = est
isolé dans ¢! (p(x)).
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Supposons que x est isolé dans ¢~ 1(¢(z)). Quitte & restreindre X, on peut

supposer que ¢~ (¢(z)) = {x}. Dans ce cas, le lemme s’applique. On se
trouve alors dans la situation du lemme qui permet de conclure. ]

5.3. Stabilité des morphismes finis

Dans cette section, nous démontrons que les morphismes finis sont stables
par changement de base.
Proposition 5.3.1. — Soit p: X — Y wun morphisme d’espaces A-
analytiques. Soit x € X.

i) Soit f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ou B est un
anneau de base géométrique. Notons pg: X @ 4B — Y @4 B le morphisme
déduit de ¢ par extension des scalaires a B. Si ¢ est quasi-fini (resp. fin,
resp. fini en x), alors pp est quasi-fini (resp. fini, resp. fini en tout point
au-dessus de x).

ii) Soitp: Z —'Y un morphisme d’espaces A-analytiques. Notons pz: X Xy
Z — Z le morphisme déduit de @ par changement de base o Z. Si ¢ est
quasi-fini (resp. fini, resp. fini en x), alors pyz est quasi-fini (resp. fini,
resp. fini en tout point au-dessus de x).

Démonstration. — i) Supposons que ¢ est quasi-fini. Soit z € Y & 4 B. Posons
y := py (). L’exemple [2.2.13| fournit un morphisme \,: M(H(z)) — Y &4 B.
D’aprés la proposition :5.3] il suffit de montrer que 'ensemble sous-jacent a

I’espace
(X @4 B) Xyg 5 MH(2)) 1= (X ©aB) @5 H(2)) X(ve 5)5m) MH(2))
est fini. Puisque le diagramme

YéuB Y

| |
(

M(B) —— M(A)
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commute, en utilisant les lemmes et [4.3.11, on obtient une suite d’iso-

morphismes

(X @4 B) xyg 5 M(H(2))

~ (X @4 H(2)) Xyg 310z MH(2))

~ (X @4 H®Y)) Duey) H(2) X (va mm)on, nz MM )
~ (X ®aH®Y)) Xye ) MH®Y))) Ouw) H(z).

D’aprés la proposition I'ensemble sous-jacent & F := (X ®4
H(Y) Xy, me) M(H(y)) est homéomorphe & ¢ !(y). Par conséquent,
F est fini et la seconde projection F' — M(H(y)) est un morphisme fini (et
donc séparé) d’espaces H(y)-analytiques.

D’aprés le lemme m pour montrer que F' ®’H(y) H(z) est fini, on peut
supposer que F' est réduit & un point, disons a. D’aprés le corollaire
I'extension de corps H(a)/H(y) est finie.

L’espace F' étant réduit a un point, on peut l'identifier & un fermé analytique

) n,an , N .. ,
d’un ouvert de AH(y)' D’aprés la proposition et le lemme I’ensemble

sous-jacent & F ®yy(,) H(z) s'identifie alors a f1(F). Puisque F est une partie

compacte spectralement convexe de A7 ( ) d’aprés la proposition 4.5.2, £ 1 (F)

est une partie compacte spectralement convexe de A%; (an) et on a

B(f, {(F)) = B(F) &3, H(2) = H(a) Oy H(z).

Puisque 'extension H(a)/H (y) est finie, H(a) @, H(z) est une H(z)-algebre
finie et

Fi (F) = M(B(f,, 1 (F))) = M(H(a) @) H(2))
est finie, ce qui termine la démonstration.
Le cas fini se déduit des cas quasi-fini, séparé (cf. proposition |4.6.3)) et propre

(cf. proposition 4.4.8)). Le cas fini en x se raméne au cas fini par les propriétés
de l'extension des scalaires (cf. lemme [4.2.2)).

ii) Supposons que ¢ est quasi-fini. Soit z € Z. Posons y = (z).
L’exemple [2.2.13] fournit un morphisme A\,: M(H(z)) — Z. D’aprés la
proposition [4.5.3] il suffit de montrer que ’ensemble sous-jacent a I’espace

(X xy Z) xz M(H(2)) == ((X xy Z) @4 H(z)) X 76, 1(x) M(H(2))
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est fini. En utilisant le lemme [4.3.11], on obtient la suite d’isomorphismes ca-

noniques

(X xy Z) 94 H(2)) X 26 ,mem(z)) MH(2))
~ (X ©aH(2) Xyg ) (Z ©aH(2))) X 26 94(2) M(H(2))
~ (X @aH(2)) Xy 1) MH(2))-

D’apreés la proposition ce dernier espace est homéomorphe a une fibre
du morphisme @y(,): X ®4 H(z) = Y ®4H(z) déduit de ¢ par extension des
scalaires a ‘H(z). D’aprés i), ce morphisme est fini et le résultat s’ensuit.

Les cas fini et fini en = se déduisent des cas quasi-fini, séparé (cf. proposi-

tion [4.6.3)) et propre (cf. proposition [4.5.6)), comme dans i). O

5.4. Changement de base fini

Le but de cette section est de démontrer une propriété de changement de
base pour l'image directe d’un faisceau par un morphismes fini. Enoncons pré-
cisément ce dont il s’agit.

Définition 5.4.1. — Soit ¢: X — Y un morphisme fini d’espaces A-
analytiques. Nous dirons que ¢ satisfait la propriété de changement de base
si, pour tout morphisme d’espaces A-analytiques ¢: Z — Y et tout faisceau

de Ox-modules F, le morphisme naturel
VY puF —> Xxup™ F
est un isomorphisme, ol x et p sont définis par le diagramme cartésien

Zxy X —25 X

[ -
7Y vy

Nous utiliserons également une version locale de cette propriété.
Définition 5.4.2. — Soit ¢: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Soit € X et supposons que ¢ est fini en x. On dit que ¢ satisfait la propriété
de changement de base en x si, pour tout morphisme d’espaces A-analytiques
Y: Z =Y et tout z € v 1(p(x)), le morphisme naturel

Oxa ®0y ) Oz — 1T Ox xy 2,
tep~H(z)Nx 1 (2)
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avec les notations de la définition [5.4.1] est un isomorphisme.

Remarquons qu’il découle de la stabilité par changement de base des mor-
phismes finis (cf. proposition que Iensemble p~t(z) N x~1(z) est fini.
Lemme 5.4.3. — Soit ¢o: X — Y un morphisme fini d’espaces A-
analytiques. Supposons que @ satisfasse la propriété de changement de base en
tout point de X . Alors, ¢ satisfait la propriété de changement de base.
Démonstration. — Soit : Z — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Posons T := Z xy X. Soit F un faisceau de Ox-modules. 11 suffit de montrer

que, pour tout z € Z, le morphisme

(VT puF )z — (Xxp" F)2

est un isomorphisme.

Soit z € Z. Posons y := 1(z). On a des isomorphismes naturels

(P puF), = < 11 ]'—x> ®0y., Oz,

z€p~1(y)
et
(xxp™F)z = H (]:p(t) ®0x o) OT,t)'
tex—1(z)

Or, par hypothése, pour tout = € ¢~!(y), le morphisme naturel

Fr @0y, Oz, — H Fre ®oy, Ort

tep~!(z)Nx 1 (2)

est un isomorphisme. Le résultat s’en déduit. ]

Démontrons maintenant la propriété de changement de base locale. Com-
mencons par deux lemmes.
Lemme 5.4.4. — Soient p1: X1 — Xo et po: Xo — X3 des morphismes
d’espaces A-analytiques. Soit x1 € Xi1. Supposons que @1 est fini en x1 et
que @y est fini en pi(x1). Si w1 et w2 satisfont la propriété de changement
de base respectivement en x1 et p1(x1), alors pg o @1 satisfait la propriété de
changement de base en x1. L]
Lemme 5.4.5. — Soient p1: X1 — Xo et po: Xo — X3 des morphismes
d’espaces A-analytiques. Soit x1 € X1. Supposons que o1 est fini en x1 et que
o est fini en p1(x1). Si w2 0 1 satisfait la propriété de changement de base

en x1, alors Y1 aussi.
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Démonstration. — Soit 1: Z — X5 un morphisme d’espaces A-analytiques.

On a un isomorphisme canonique
ZXX2 X1 L}ZXX3 Xl,

ol les morphismes définissant le produit fibré de droite sont g 09 et g 0 1.

De méme, pour tout z € 9 ~!(p1(x1)), on a un isomorphisme canonique

Ox, 2, ®OX2,<p1(zl) Oz: — Oxiay ®OX3,</:2(471<I1>> 07,
Le résultat s’en déduit. O

Traitons maintenant deux cas particuliers de la propriété de changement de
base locale.
Lemme 5.4.6. — Soit Y un espace A-analytique et w € O(Y)[T] un poly-
nome unitaire non constant. Considérons Ai{an avec coordonnée T et notons
m:Y XAA}L{an — Y le morphisme de projection. Notons Z,, le fermé analytique
de Y x4 A}L{an défini par w. Soit x € Z, tel que W‘_Zi (m2, (%)) = {z}. Alors
Mz, satisfait la propriété de changement de base en x.

Démonstration. — Soit 1: Z — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Soit z € Z tel que ¢(z) = 7(x). Posons y := 7(x). Considérons le carré
cartésien

T:=27Zxy Z, —2— 7,

lx l“lZw :

z—Y vy
D’apres le lemme [£.3.1] le produit fibré T s’identifie au fermé analytique
de Z x4 Ai{an défini par le polynome ¢f(w) € O(Z)[T]. D’aprés la propo-

sition et le lemme [5.2.3] on a des isomorphismes naturels
[[ Ori=(0Or). = 07.[T]/ (V¥ (w))
tex—1(z)
et
OZpa = ((M2,):02,),, = Ovy[T]/(w).

On en déduit que Oz, o ®oy., Oz > [[1ey-1(:) Ort- Puisque 7r|_Zi (y) = {z},
on a x '(z) C p~!(x). Le résultat s’en déduit. O

Lemme 5.4.7. — Soient ¢: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Soientx € X ety €Y tels que o~ (y) = {x}. Supposons qu’il existe des entiers

n,l avec n > 1, des ouverts W' de AZ’an et V' de Aifn et des immersions
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fermées 1x: X — W' et 1y: Y — V' tels que, en notant g A%%™ — AL la
projection sur les | derniéres coordonnées, on ait of(W') = V' et le diagramme

X X w

J{so Jf’l;IW’

y 2 v

commute. Alors ¢ satisfait la propriété de changement de base en x.
Démonstration. — Démontrons par récurrence sur n > | que ¢ satisfait la
propriété de changement de base en x.

Sin =1, alors V. = W et ¢ = id. D’aprés le lemme on peut
remplacer  par sa composée avec ty et donc supposer que Y = V' et que
ty = id. On a alors ¢ = tx. Soit ¢¥: Z — Y un morphisme d’espaces
A-analytiques et reprenons les notations du début de la section. D’apreés le
lemme [£.3.1] le morphisme x est alors le morphisme d’inclusion d’un fermé
analytique défini par le méme idéal que X dans W’. Pour tout z € Z tel que
¥(2) = ¢(z), la fibre x~1(2) contient donc un unique point, disons ¢, et nous
avons Or; = Oz, DOy () Ox . Le résultat s’en déduit.

Supposons que n > [ et que le résultat est satisfait pour n — 1. Notons
On—1: A" — Az_l’an le morphisme de projection sur les n — 1 derniéres
coordonnées et T' la premiére coordonnée de AZ’an. D’apreés le lemme , il

existe un voisinage ouvert W, _; de g,—1(z) dans g,—1(W’) et un polynéme

!

w € O(W!_,)[T] unitaire non constant tel que X N o, (W _,) soit un fermé

n—1
analytique du fermé analytique Z,, de g;il( 7 _1) défini par w. Quitte a rem-
placer W' par W' N g;il(Wé_l) et les autres espaces en conséquence, on peut
supposer que W), _; = g,—1(W’).

D’aprés le lemme et le corollaire Xn—1:= 0n—1(X) est un fermé
analytique de W/ _;. En particulier, on peut le munir d’une structure d’espace
A-analytique. Notons g, _;: X — X, le morphisme induit par g,_1. D’aprés
le lemme , o), satisfait la propriété de changement de base en z. No-
tons 0p_1: Azfl’an — Ai;lan le morphisme de projection sur les ! derniéres
coordonnées et Q;il’ll X,_-1 — Y le morphisme induit. Par hypothése de ré-
currence, Q;hu satisfait la propriété de changement de base en g,_1(x). Le

résultat découle alors du lemme [£.4.41 O

Démontrons, & présent, le résultat de changement de base en toute généralité.
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Théoréme 5.4.8. — Soient ¢o: X = Y et : Z — Y des morphismes d’es-
paces A-analytiques. Soit x € X et supposons que @ est fini en x. Considérons

le carré cartésien
P
XxyZ — X

[ [
7Y Ly

Alors, le morphisme naturel

Oxz ®0y ) Oz, — H Oxxyzt
tep~H(x)Nx 1 (2)
est un isomorphisme.
Démonstration. — Le résultat étant local en z, quitte a restreindre X et Y, on

peut supposer que ¢~ !(p(x)) = {z}. On peut alors appliquer le lemme
pour se retrouver dans la situation du lemme[5.4.7] qui permet de conclure. [

Corollaire 5.4.9. — Soient p: X =Y et y: Z — Y des morphismes d’es-

paces A-analytiques. Supposons que ¢ est fini. Alors, avec les notations du
théoréme pour tout faisceau de Ox-modules F, le morphisme naturel

P ouF — xap ' F
est un isomorphisme.

Démonstration. — Le résultat découle du lemme et du théoréme
O

En utilisant les mémes arguments, on peut démontrer un résultat similaire
en remplagant le changement de base par une extension des scalaires.
Théoréme 5.4.10. — Soient ¢: X — Y et ¢: Z — Y des morphismes
d’espaces A-analytiques. Soit x € X et supposons que @ est fini en x. Soit
f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ot B est un anneau de
base géométrique. Considérons le carré cartésien

XouB 25 X
l«ps lso .
YouB Y
Alors, le morphisme naturel

Oxz 0y () OY@A&Z H OX@ABJ
tep~H(@)Nx ()



5.5. NULLSTELLENSATZ DE RUCKERT 159

est un isomorphisme. L]
Corollaire 5.4.11. — Soient p: X — Y et v: Z — Y des morphismes
d’espaces A-analytiques. Supposons que @ est fini. Alors, avec les notations du
théoreme pour tout faisceau de Ox-modules F, le morphisme naturel

(my)"puF — (#5)+(mx)*F

est un isomorphisme. O

5.5. Nullstellensatz de Riickert

Dans cette section, nous démontrons une version analytique du Nullstellen-
satz, connue en géométrie analytique complexe sous le nom de Nullstellensatz
de Riickert. Dans sa premiére version, il s’agit de montrer que si une fonction
s’annule sur le support d’un faisceau cohérent, alors une puissance de cette
fonction annule le faisceau. Nous suivons ici la stratégie de |[GR84) §3.2 et
§4.1.5].

Commengons par démontrer plusieurs cas particuliers du résultat. Comme

de coutume, nous noterons 71, ..., T}, les coordonnées sur A’y*". Rappelons la
définition concernant les projections.
Lemme 5.5.1. — Sotent x un point de U et U un voisinage ouvert de x

dans AZ’an. Supposons que x est purement localement transcendant au-dessus
de b := mp(z). Soient F un faisceau cohérent sur U et f € (’)Azyan(U) une
fonction analytique nulle en tout point du support de F. Alors, il existe d € N
tel que f1F, = 0.
Démonstration. — Si 'image de f dans OAZ“""@ est nulle, alors le résultat
vaut avec d = 1. Supposons donc que 'image de f dans O AT n’est pas
nulle.

D’aprés le théoréme , si Opp est un corps fort (resp. un anneau forte-
ment de valuation discréte), alors il en va de méme pour O AT g

Supposons que O AT g est un corps fort. Alors, on a f(z) # 0, donc x
n’appartient pas au support de F et on a donc F, = 0.

Supposons que OAZ’“‘, est un anneau fortement de valuation discréte.

T

Choisissons-en une uniformisante w,. La fonction f peut alors s’écrire de fagon

ou h est un élément inversible

unique sous la forme f = hwé dans O AT

de Opnan , et [ un entier non nul.
A )
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Par hypothése, le support de F est contenu dans le fermé analytique défini
par f. Au voisinage de z, il est donc contenu dans le fermé analytique défini
par w,. En particulier, d’aprés le corollaire ce support n’est donc pas
un voisinage de z. Or le support de F coincide avec le lieu des zéros de son
idéal annulateur, qui est cohérent. On en déduit qu’il existe g € OAZ’“@

non nul tel que gF, soit nul. Puisque OAZ’“, est un anneau de valuation

x
discrete d’uniformisante w,, on en déduit qu’il existe v € N tel que wi F, = 0.

Soit d € N tel que dl > v. On a alors
fiF, = el F, = kol (@i F,) = 0.
O

Lemme 5.5.2. — Soient k,n € N avec n > k. Soient U un ouvert de AZ’an
et F un faisceau cohérent sur U dont le support est contenu dans le fermé
analytique défini par Tyyq1. Soient b € B tel que Opy soit un corps fort. Soit
Yy € Ai{an tel que mi(y) = b et y soit purement localement transcendant au-
dessus de b. Notons 0, € AZ’an le point 0 de la fibre ﬂ';lk(y) Alors, il existe d €
N tel que Tgﬂfoy =0.

Démonstration. — D’aprés le théoréme [1.6.28] O est un corps fort.

Ak,an’

Par hypothése, le support de F est inclus dans leAferfné analytique de A:Xan
défini par Ty 1. En particulier, le support de F n’est pas un voisinage de 0.
Or le support de F coincide avec le lieu des zéros de son idéal annulateur, qui
est cohérent. On en déduit qu’il existe g € O ATy o, TOT nul tel que gF, soit
nul. Quitte a restreindre U, on peut supposer que gF = 0.

Notons Z, le fermé analytique de U défini par g et j: Z; — U I'immersion
fermée associée. Le faisceau F posséde une structure naturelle de Oy /(g)-
module. Par conséquent, on a j,.j*F = F.

Démontrons maintenant le résultat par récurrence sur n > k + 1.

e Supposons que n =k + 1.
D’aprés la proposition m (appliquée avec t = 0), g peut s’écrire sous la

forme

d i
9=T¢ Y Ty,
>0
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ot les «; sont des éléments de O avec ag # 0. Puisque O est un

ANy Aﬁ’a’“,y
corps fort, g est inversible et il en va de méme pour ZZ-ZO a; Ty . Légalite

9Fo, = 0 entraine donc T¢ 10, = 0.

e Supposons que n > k + 1 et que ’énoncé est démontré pour n — 1.

D’apreés la proposition la restriction de g a ﬂ;k(y) n’est pas nulle.
Posons 0,—1,y := mpn-1(0y). D’aprés le lemme quitte a effectuer un
changement de variables, on peut supposer que I'image de g dans O_—1

On—1
n,n—1"""1 Y
n’est pas nulle. Par conséquent, quitte a restreindre U, on peut supposer que

ZgN ﬂ-;,allfl(on—l,y) = {0y}

D’apreés le théoréme [5.2.9] quitte a réduire U, on peut supposer qu’il existe
un voisinage ouvert V de 0,,—1, dans AZ_Lan tel que mp,—1(U) C V et le
UnNZ,; — V induit par m,,—1 soit fini. D’aprés le théo-
)«j*F est un faisceau cohérent sur V. Son support est

morphisme 7}, _:
k)

/

réme [5.2.1} (7, ,, 4

contenu dans le fermé analytique défini par Ty donc, par hypothése de ré-
currence, il existe d € N tel que

T15l+1((77;,n71)*j*-7:)0n7 o T 15" Fo, = Ti 1 Fo, = 0.

1

O]

Lemme 5.5.3. — Soient k,n € N avec n > k. Soient U un ouvert de Aj’an
et F un faisceau cohérent sur U dont le support est contenu dans le fermé
analytique défini par Tyq. Soient b € B tel que Op, soit un anneau fortement
de valuation discréte. Soit y € Ai{an tel que mi(y) = b et y soit purement
localement transcendant au-dessus de b. Notons 0, € AZ’&H le point 0 de la
fibre W;’}C(y) Alors, il existe d € N tel que TgH]:oy =0.

Démonstration. — Notons w une uniformisante de Opy. D’aprés le théo-
réme , O Aken est encore un anneau fortement de valuation discréte
d’uniformisante zo. Quitte & restreindre U, on peut supposer que w est défi-
nie sur U. Notons Z, le fermé analytique de U défini par w et j: Zo — U
I'immersion fermée associée.

Il suffit de montrer qu’il existe v,d € N tels que w”T,f+1foy =0.Siv=0,
on obtient directement le résultat souhaité. Supposons que v > 1. Quitte a
restreindre U, on peut supposer que w"T; gﬂ}" = 0. Le faisceau w”ingH]:
est alors naturellement muni d’une structure de Oy /(w)-module et on a donc
j*j*(wv_lTlgﬂ}-) = wv—ngH]:.
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Or Oz, = OAZ’a“,y/(w) est un corps fort. D’aprés le lemme il existe
donc d' tel que

T (@ T Fo, = 3% (@™ lTigifll-F) =w"" lTlleild/ny = 0.

En répétant le procédé, on montre finalement qu’il existe d’ € N tel que
k+1]:0y = 0, comme attendu.

Passons maintenant & la démonstration du résultat. Par hypotheése, le sup-
port de F est inclus dans le fermé analytique de AZ’an défini par Tg11. En
particulier, le support de F n’est pas un voisinage de 0,. Or le support de F
coincide avec le lieu des zéros de son idéal annulateur, qui est cohérent. On en
déduit qu’il existe g € O AT 0, TIOD nul tel que gF, soit nul.

Démontrons le résultat par récurrence sur n > k + 1.

e Supposons que n = k + 1.
D’apres la proposition m (appliquée avec t = 0), il existe un voisinage
ouvert V de y dans AZ’an tel que g puisse s’écrire sous la forme
4 ,
9 =Ty Z a; Ty,
i>0
ot les a; sont des éléments de O(V) avec ap # 0 dans O x.an - Posons g :=
. A
ZiZO Ty
Si ap(y) # 0, alors g est inversible dans O xt1.an, et on en déduit
a0y
que T; ,gl+1]:0y = 0. On supposera donc désormais que ap(xr) = 0. D’aprés
le lemme W il existe v € N et h € OAZ+1,an70y

et la restriction de h & 771;%1 «(y) ne soit pas nulle. On a alors

tels que g = @w’h

dans O, k+1..
AA dn,Oy

hw' T Fo, = 0.

Quitte & restreindre U, nous pouvons supposer que hw”Tg F =0.

Si h(0y) # 0, alors on a w" k+1.7:0y 0. On supposera donc désormais que
h(0y) = 0. D’apreés la proposMon_, quitte a restreindre V', on peut écrire h
sous la forme

h = Z Bl Tkz;—&-la
i>0
ou les B; sont des éléments de O(V). Remarquons que fy(y) = 0, autrement
dit, By est divisible par w. Le support du faisceau w"T}’ +1]: est contenu dans
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I’ensemble

{h =0} N {Tj41 =0} = {Bo = 0} N {Tj+1 = 0}
= {w =0} N {Tpi1 = 0.

En particulier, le support du faisceau w”Tg 1 F est contenu dans {w = 0}.

Puisque la restriction de h a 7['];}1’ (y) n'est pas nulle, quitte a restreindre U,
on peut supposer que ’ensemble des zéros de h dans W,;_&lk(y) N U est réduit
a 0y. D’apres le théoréme @, quitte & réduire U et V', on peut supposer que
Tr+1,k(U) C V et que le morphisme 7r,’€+17k: UN{h =0} — V induit par w11
est fini. D’apreés le théoreme [5.2.7] le faisceau

d d
(Wk+1,k)*(vak+1f) = (W;s+1,k)*(vak+1f)\{h:0}
est un faisceau cohérent sur V.

Puisque le support de w7, ,f 1 F est contenu dans {w = 0}, celui
de (ﬂkJrLk)*(w”T,fH]:) I'est aussi. D’aprés le lemme il existe v € N tel
que

@ (M1 1)« (@ T 1 F)y = (T i) (@ T F)y = 0.
On en déduit que w“+”/Tg+1.7-"oy =0.

e Supposons que n > k + 1 et ’énoncé est démontré pour n — 1.

D’apreés le lemme W il existe v € N et h € Opnan g dont la restriction
a ﬂ;i(y) n’est pas nulle tels que g = w’h. Quitte & remplacer g par h et F
par w"F, on peut donc supposer que la restriction de g a m }C(y) n’est pas

nulle. On peut maintenant conclure en reprenant la fin de la démonstration du

lemme [5.5.2 O

Démontrons maintenant un lemme technique permettant de ramener ’étude

d’un point rigide épais a celle du point rationnel 0.

Lemme 5.5.4. — Soit v € AZ’an. Soit k € [0,n]. Posons xy, := m, () et
notons 0, le point de 0 de la fibre W;lk(l'k) ~ Azzgf:;n
Supposons que x est rigide épais au-dessus de xy. Alors, il existe un voisi-
k,an n,an

nage ouvert Uy de xy dans Ay, un voisinage ouvert U de x dans A ™, un
voisinage ouvert V de 0, dans AZ’an tel que m, ,(U) = mp 1, (V) = Uy et un
morphisme fini ¢: U — V tel que l'on ait ¢~1(0,,) = {z} et T 0@ = Tn k-

Démonstration. — Posons [ := n — k. Démontrons le résultat par récurrence

sur [. Dans le cas ot [ = 0, c’est immédiat.
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Supposons que [ > 1 et que le résultat est satisfait pour [ — 1. Posons
Zp—1 = mp—1(x). Puisque x est rigide épais au-dessus de zy, il I'est au-dessus
de zp,—1. Considérons le polynéme minimal ji, » € K(x,—1)[T}] et relevons-le

en un polyndéme unitaire M € O [T},]. Soit U un voisinage com-

Anfl,an
A »Tn—1
pact spectralement convexe de z,_1 sur lequel tous les coefficients de M

sont B-définis. Notons ¢ : A;;’(ag) — Ag(ag) le morphisme d’espaces B(U)-

analytiques défini par M (cf. exemple [2.1.4). Identifions A}S’?;) am, L (U) et

notons 0., , le point de 0 de la fibre ﬂg}L_l(:nn,l). Le morphisme ¢ est fini,
par l'exemple et satisfait ¢, (0, ,) = {*}, car pu,, est une puissance
du polynéme minimal de x sur H(z,_1), d’aprés le lemme . Remarquons
que, puisque @js est un morphisme d’espaces B(U)-analytiques, il satisfait
Tnn—1° PM = Tnn—1-

Notons 0,14, le point de 0 de la fibre W;iug(fk)- Par hypothése de
récurrence, il existe un voisinage ouvert U de xj dans Alj{an, un voisinage
ouvert U,_1 de z,_1 dans AZ_I’an, un voisinage ouvert V,_1 de 0,_14,
dans Az—l,an tel que mp—1 5 (Un—1) = mp—1,5(Vo—1) = Uk et un morphisme fini
¥: Up—1 — Vi1 tel que Pon ait = 1(0,-1 2, ) = {zn—1} et -1, = Tp_1-
On peut supposer que U,_1 C U.

Notons )y, : Tr;,;_l(Un,l) =U,_1 XAAJlfn -V XAAi{an = ﬂ;L_l(Vn,l)
le morphisme déduit de i par le changement de base Ai{an — M(A). D’apreés
la proposition c’est encore un morphisme fini. 11 vérifie 1, 1(0,,) =
[On, -

Notons ¢/, W;L_I(Un,l) .

n,n—l(Unfl) le morphisme induit par ¢,. Le

morphisme composé ¢, o ¢y, satisfait alors les propriétés de I’énonceé. O

Nous pouvons maintenant démontrer ’analogue du Nullstellensatz de Rii-
ckert en toute généralité.
Théoréme 5.5.5. — Soient X un espace A-analytique, F un faisceau cohé-
rent sur X et f € O(X) une fonction analytique nulle en tout point du support
de F. Alors, pour tout x € X, il existe d € N tel que fF, = 0.
Démonstration. — Soit © € X. Le résultat étant local au voisinage de X, on
peut supposer qu’il existe une immersion fermée j: X — U, ot U est un ouvert
de AZ’an. Quitte a restreindre X et U, on peut supposer qu’il existe g € O(U)
tel que j#(g) = f. Le faisceau j,F est cohérent, son support est contenu dans



5.5. NULLSTELLENSATZ DE RUCKERT 165

le lieu d’annulation de g et on a (j*]:)j(x) = F,. On peut donc supposer que X
est un ouvert U de A;™".

D’apreés la remarque quitte & permuter les variables, on peut sup-
poser qu’il existe k € [0,n] tel que z} := m, (x) soit purement localement
transcendant au-dessus de 7, (x) et que x soit rigide épais au-dessus de x.

Si n = k, alors le résultat découle du lemme [5.5.1] Supposons donc que
n > k. Notons Ai{an(TnH) la droite affine analytique au-dessus de A munie

de la coordonnée T), 1. Notons F: U — A}fn(TnJrl) le morphisme associé

X - s L
af e OAZ,an(U) par la proposition D’aprés la proposition 4.6.10} le
morphisme I'p: U — U x4 Ai{an(TnH) est une immersion fermée. Identifions
le produit U x 4 Ai{an(TnH) a ﬂ;ilm(U).

Considérons maintenant le faisceau cohérent (I'r).F. Soit y € W;_il_l,n(U ) tel

que ((I'rp)+F)y # 0. Alors y posséde un unique antécédent z par I'r et on a
F. > ((Tr)eF)y =0.

On en déduit que
T (y) = T5H(N ) = f(z) =0.
Par conséquent, le support de (I'p).F est contenu dans le fermé analytique

de Azﬂ’an défini par T}, 1. Il suffit maintenant de montrer qu’il existe d € N
tel que

T (CF)eF)rp) =~ (CF)«(fAF))e = 0.

Pour la suite du raisonnement, par commodité, échangeons les variables T
et Thy1. On a alors Ty 1 k1 (TF(2)) = Opg1,2,, O Opt1,0, € Aﬁ“’an désigne
le point 0 de la fibre Trkij(xk).

Notons Op41.4, € A% le point 0 de la fibre (m,414) " (zx). D’aprés
le lemme il existe un voisinage U’ de T'r(z) dans A’} un voisi-
nage ouvert V de 0,414, dans Azﬂ’an tel que mp414+1(U") = mpt1k41(V)
et un morphisme fini p: U' — V tel que 'on ait ¢ ™1 (0p41.4,) = {Tr(z)} et
Tn+1,k+1 © Y = Tn41k+1-

D’aprés le théoréme 0« (I'p)«F est un faisceau cohérent. Puisque ¢
commute & T,y1x11, on a @*(Tpy1) = Thy1. Par conséquent, le support
de v (T'p)«F est contenu dans le fermé analytique de Azﬂ’an défini par Ty 1.
En outre, on a

(e (CE)sF ) (2)) = (TF)eF )0 p(a)-
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Par conséquent, on peut supposer que = 0p41,, €t que f = Tj;. Le résultat
découle alors des lemmes [5.5.2] et [5.5.3] O

Corollaire 5.5.6. — Soient X un espace A-analytique. Soit f un élément
de O(X) qui s’annule identiquement sur X. Alors, pour tout x € X, l’image
de f dans Ox , est nilpotente. O
Notation 5.5.7. — Soit X un espace A-analytique.

Soit J un faisceau d’idéaux sur X. On note V() le lieu des zéros de J et
VT le radical de J.

Soit Z un fermé analytique de X. On note Z(Z) le faisceau d’idéaux des
fonctions s’annulant en tout point de Z.
Corollaire 5.5.8. — Soit X un espace A-analytique. Soit J un faisceau

d’idéauzx cohérent sur X. Alors, on a
Z(V(T) =VT.

En particulier, T(X) coincide avec le faisceau d’idéauz /O formé par les
éléments nilpotents.
Démonstration. — Soit z € X.

Pour tout f € (V7 ), il existe d € N tel que f¢ € J,. On en déduit que
[ €TV

Soit f € Z(V(J))s- Le lieu des zéros de J s’identifie au support du faisceau
O/J. Par conséquent, au voisinage de x, f s’annule sur ce support. D’aprés le
théoréme m il existe d € N tel que f?0,/J, = 0, autrement dit, f¢ € 7.

La derniére partie du résultat s’obtient en appliquant la premiére au faisceau
J =0. O

5.6. Critéres d’ouverture de morphismes finis

Nous allons maintenant utiliser les résultats obtenus dans les sections précé-
dentes de ce chapitre pour formuler des conditions assurant que les morphismes
finis soient ouverts.

Définition 5.6.1. — Soient X un espace A-analytique. On dit que I'espace X
est réduit en un point x de X si 'anneau local Ox, est réduit. On dit que

I’espace X est réduit s’il est réduit en tout point.
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On peut d’ores et déja remarquer que, pour tout n € N, 'espace affine
analytique Azan est réduit. En effet, d’aprés le théoréme ses anneaux
locaux sont réguliers.

Le résultat suivant est inspiré de [GR84, 3.3.2, Criterion of Openness|.

Proposition 5.6.2. — Soit p: X — Y wun morphisme d’espaces A-
analytiques. Soit x € X et supposons que @ est fini en x. Supposons que
Y est réduit en o(x) et que Ox ; est un Oy, ,(5)-module sans torsion. Alors, le
morphisme @ est ouvert en x.
Démonstration. — Le résultat étant local en x, on peut supposer que ¢ est
fini. 11 suffit de montrer que ¢(X) contient un voisinage de ¢(x). Notons 1 :=
T,To,...,T, les éléments de ¢! (p(x)). D’aprés le lemme il existe un
voisinage ouvert V de ¢(x) tel que ¢~ !(V) soit une union disjointe d’ouverts
LI, Ui, avec, pour tout i € [1,n], z; € U;. Quitte a remplacer U par Uy, on
peut supposer que ¢~ !(p(x)) = {x}.

Posons F := ¢.Op. On aalors F ) = Oy, D’apres le théoréme c’est
un faisceau cohérent, et son support ¢(U) est donc un fermé analytique de V. Si
ce fermé n’est pas un voisinage de (), alors il existe un voisinage V' de ¢p(x)
dans V et f € O(V') non nulle qui s’annule identiquement sur V' N p(U).
D’aprés le théoréme il existe d € N tel que fd}'@(x) = 0. Puisque Y est
réduit, 'image de f? dans Oy, p(x) 'est pas nulle, donc F,) = Oy, est de
torsion, et on aboutit & une contradiction. ]

Définition 5.6.3. — Soit ¢: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
On dit que le morphisme ¢ est plat en un point x de X si le morphisme
d’anneaux o?: Oy o) — Ox est plat. On dit que le morphisme ¢ est plat
s’il est plat en tout point de X.

Les morphismes finis et plats sont stables par changement de base.
Proposition 5.6.4. — Soit p: X — Y un morphisme d’espaces A-
analytiques. Soit x € X et supposons que @ est fini et plat en x.

i) Soit ¥: Z — Y un morphisme d’espaces A-analytiques. Alors le mor-
phisme pz: X Xy Z — Z obtenu par changement de base a Z est fini et
plat en tout point au-dessus de x.

it) Soit f: A — B un morphisme d’anneaux de Banach borné, ot B est un

anneau de base géométrique. Alors le morphisme pp: X @4 B =Y @4 B
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obtenu par extension des scalaires a B est fini et plat en tout point au-

dessus de x.

Démonstration. — Nous nous contenterons de démontrer le point i), Pautre
s’obtenant de fagon similaire. Soit ¢ € X Xy Z un point au-dessus de z. D’apreés
la proposition le morphisme ¢z est fini en t.

Il reste & montrer que 'anneau Ox «, 7 est plat sur O, ;). Par hypothese,
Ox . est plat sur Oy (), donc Ox Q0y () Oz, est plat sur Oz, ().
Or, d’aprés le théoréme Oxx, zt s'identifie & un sous-module de
Ox.» D0y () Oz.p,(1)- Le résultat s’ensuit. O

Les morphismes finis et plats sont ouverts.
Corollaire 5.6.5. — Soit p: X — Y un morphisme d’espaces A-analytiques.
Soit © € X. Supposons que @ est fini et plat en x. Alors, ¢ est ouvert en x.

En particulier, pour tout polynéome P a coefficients dans A, le morphisme
wp: A1 s A1 *induit par P (cf. exemple est fini et plat, et donc
ouvert.
Démonstration. — Rappelons que I'on désigne par Z(Y') le faisceau d’idéaux
sur Y constitué des fonctions qui s’annulent en tout point (cf. notation .
Posons y := ¢(x). D’aprés le théoréme Oy, est noethérien, donc Z(Y'),
est engendré par un nombre fini d’éléments gi,...,gm € Oy,,. Quitte & res-
treindre Y (et remplacer X par sa préimage par ¢), on peut supposer que les g;
sont définis sur Y et s’annulent en tout point.

Notons Y le fermé analytique de Y défini par le faisceau d’idéaux J engendré
par les g; et r: Y — Y l'immersion fermée correspondante. Puisque les g;
s’annulent identiquement sur Y, r est un homéomorphisme. Considérons le

diagramme cartésien

X

<;
%%N

Tout comme 7, le morphisme " est un homéomorphisme. En effet, d’aprés le
lemme le produit fibré X xy Y s’identifie au fermé analytique défini par
I'idéal engendré par ¢*J, qui est encore constitué de fonctions s’annulant en

tout point.
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Puisque 7 et 7’ sont des homéomorphismes, il suffit de montrer que ¢ est ou-
vert en r’_l(x). D’aprés la propositionm i), ¢ est fini est plat en p 1 (x). En
-module O

particulier, le (917 _ est libre, et donc sans torsion.
T (z)

XxyY,r'1

Hy)
Or, on a

O?,r—l(y) = OY,y/jy = OY,y/I(Y)y-

Par conséquent, d’aprés le corollaire I’espace Y est réduit en r~1(y). Le
résultat découle alors de la proposition [5.6.2

Démontrons la seconde partie du résultat. On a déja vu dans ’exemple
que le morphisme pp est fini. Considérons une copie X7 de Ai{an avec co-
ordonnée T et une autre Xg avec coordonnée S. On peut identifier Xg au
fermé analytique de Ai{an avec coordonnées T, S défini par P(S) — T'. Notons
T Ai{an — X7 le morphisme de projection. Le morphisme ¢p s’identifie alors

a m x, et sa platitude découle du lemme et de la proposition i), O

Nous pouvons maintenant préciser la conclusion du lemme
Lemme 5.6.6. — Dans le lemme on peul imposer au morphisme @
d’étre fini et plat, et donc ouvert.
Démonstration. — 1l suffit de reprendre la démonstration du lemme [5.5.4] en
utilisant le corollaire[5.6.5]et le fait que les morphismes finis et plats sont stables
par changement de base, d’apreés la proposition [5.6.4] et par composition. [






CHAPITRE 6

STRUCTURE LOCALE DES ESPACES
ANALYTIQUES

Dans ce chapitre, nous démontrons quelques résultats sur la structure locale
des espaces analytiques et en tirons des applications.

Dans la section [6.1] nous démontrons, qu’au voisinage d’un point, un espace
analytique peut s’écrire de fagcon unique comme union de fermés analytiques
intégres en ce point (cf. proposition . Il s’agit d’un résultat de décom-
position en composantes irréductibles dans lequel on ne prend en compte que
I’espace topologique sous-jacent.

Dans la section [6.2], nous démontrons un critére permettant d’assurer qu'un
morphisme ouvert en un point reste ouvert au voisinage de ce point (cf. pro-
position .

La section [6.3] contient une variante locale du lemme de normalisation de
Noether dans notre contexte (cf. théoréme . Elle assure qu’étant donné
un point en lequel un espace analytique est intégre, il existe un voisinage de ce
point pouvant s’envoyer par un morphisme fini et ouvert vers un ouvert d’'un
espace affine.

Dans la section [6.4] nous définissons la dimension locale d’un espace analy-
tique (cf. définition . Nous démontrons, au passage, un résultat d’intérét
indépendant : un morphisme structural plat est ouvert (cf. proposition .

Finalement, dans les deux derniéres sections, nous comparons certaines pro-
priétés d’un schéma ou d’un morphisme de schémas a celles de son analytifié.
Nous commengons, dans la section [6.5] par des résultats assez directs : pour
un morphisme, surjectivité, propreté et finitude se transférent a ’analytifié
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(¢f. proposition , pour un faisceau, analytification et image directe par
un morphisme fini commutent (c¢f. proposition .

La section est basée sur un résultat plus difficile : la platitude du mor-
phisme d’analytification (c¢f. théoréme . Nous la démontrons pour une
classe plus restrictive d’anneaux de base, celle des anneaux de Dedekind ana-
lytiques (cf. déﬁnition. Nos exemples usuels (corps valués, anneaux d’en-
tiers de corps de nombres, corps hybrides, anneaux de valuation discréte, an-
neaux de Dedekind trivialement valués) appartiennent a cette classe. Elle nous

permet notamment de comparer la dimension d’un schéma & celle de son ana-
lytifié (cf. théoréme [6.6.12)).

Soit (A, ||-||) un anneau de base géométrique. Posons B := M(A).

6.1. Décomposition locale des espaces analytiques en composantes
irréductibles

Dans cette section, nous suivons de prés [GR84) §4.1.3]. Commencons par
définir les espaces analytiques localement intégres évoqués dans 'introduction.
Définition 6.1.1. — Soit X un espace A-analytique. On dit que I'espace X
est intégre en un point = de X si 'anneau local Ox , est intégre. On dit que
I’espace X est localement intégre s’il est intégre en tout point.

Pour tout n € N, I'espace affine AZ’an est localement intégre, puisque tous
ses anneaux locaux sont réguliers, d’aprés le théoréme [1.6.28]

Rappelons que 1'on note Z(X) le faisceau d’idéaux des fonctions s’annulant
en tout point de X, v/0 celui des éléments nilpotents de Ox (cf. notation
et que ces deux faisceaux coincident, d’aprés le corollaire [5.5.8]

Définition 6.1.2. — Soit X un espace A-analytique. On dit que I'espace X
est irréductible en un point x de X si Z(X), est un idéal premier de Ox .
Lemme 6.1.3. — Soient X un espace A-analytique et x € X. Si X est intégre

en x, alors X est irréductible en x.

Démonstration. — Supposons que X est intégre en z. Alors, 'anneau Ox ,
est intégre et Z(X), = (v/0); = 0 est un idéal premier de Ox ;. O
Remarque 6.1.4. — Il existe des espaces analytiques irréductibles en un

point mais non intégres en ce point. C’est le cas du fermé analytique de Ai{an,

avec coordonnée T, défini par le polynome T2.
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Le résultat qui suit permet cependant d’affirmer qu'un espace analytique

irréductible en un point n’est pas trés loin d’étre intégre en ce point.
Proposition 6.1.5. — Soient X un espace A-analytique et x € X . Supposons
que X est irréductible en x. Alors, il existe un voisinage V de x dans X et un
fermé analytique V de V de méme ensemble sous-jacent tels que V soit intégre
en x.
Démonstration. — Par hypothése, I'idéal Z(X), de Ox , est premier. D’apreés
le théoréme Ox est noethérien, donc Z(X), est engendré par un
nombre fini d’éléments fi,..., f,, € Ox . Soit V un voisinage de z dans X sur
lequel tous les f; sont définis. Quitte & restreindre V', on peut supposer que
les f; s’annulent en tout point de V.

Notons V le sous-espace analytique de V' défini par le faisceau d’idéaux J

engendré par les f;. Ensemblistement, on a V=V, Qui plus est, on a
Oy, = Ox0/Te = Ox.o/Z(X)e,

donc V est intégre en x. O

Démontrons maintenant un énoncé local de décomposition d’un espace ana-
lytique en fermés analytiques intégres. Commencons par rappeler un résultat
d’algébre commutative. Il se déduit, par exemple de [BouO6a, IV, §2, n°2,
théoréeme 1| (pour l'existence) et [Bou0O6a, IV, §2, n° 3, proposition 4] (pour
I'unicité).

Théoréme 6.1.6. — Soient R un anneau noethérien et I un idéal de R
tel que R/I est réduit. Alors, il existe une unique famille finie d’idéauz pre-
miers pi,...,ps de R vérifiant, pour tous i,j € [1,s] avec i # j, p; ¢ p; et

telle que
S
i=1
Lemme 6.1.7. — Soient X un espace A-analytique et V un fermé analytique

de X défini par un faisceau d’idéauzr J de Ox. Si'V est intégre en un point x,
alors on a Jp =Z(V),.
Démonstration. — Soit z € V tel que V est intégre en x. Alors, J,. est un idéal

premier de Ox . D’aprés le corollaire onadoncZ(V), =T, =Tp. O

Proposition 6.1.8. — Soient X un espace A-analytique et x € X. Alors, il

existe un voisinage ouvert V de x et des fermés analytiques Vi,..., Vs de V



174 CHAPITRE 6. STRUCTURE LOCALE DES ESPACES ANALYTIQUES

contenant x et intégres en x vérifiant, pour tous i, j € [1,s] aveci # j, Vi  V;

et tels que

De plus, cette décomposition est unique au sens suivant : s’il existe un voi-
sinage ouvert V' de x et des fermés analytiques V{,..., V] de V' satisfaisant
les mémes propriétés, alors on a s =t et il existe un voisinage ouvert W de x
dans VNV’ et une permutation o de [1,s] tels que

Démonstration. — e Existence

Soient p1,...,ps les idéaux premiers associés a I'idéal Z(X ), de Ox , par le
théoréme Pour tout ¢ € [1, s], soient f;1,..., fik, des générateurs de p;.
Soit V' un voisinage ouvert de x sur lequel tous les f; ; sont définis. Pour tout
i € [1,s], on note Z; le faisceau d’idéaux de Oy engendré par f;1,..., fir, et
V; le fermé analytique de V' qu’il définit.

Pour tout i € [1, s], on a, par définition, Oy, , = Ox /L » = Ox 2/ps, donc
Vi est intégre en x. Pour tous ,j € [1,s] avec i # j, on a p; ¢ p; et on en
déduit que V; ¢ V;. Quitte a restreindre V, on peut supposer que, pour tout
i€ [1,s] et tout j € [1,k]],ona f;j € Z(X)(V). Onaalors V = J;_, V.

o Unicité

Soient V'’ un voisinage ouvert de x et V{,...,V}/ vérifiant les propriétés de
I'énoncé. Pour tout ¢ € [1,¢], notons Z! le faisceau d’idéaux de V' définis-
sant V.

D’aprés le lemme pour tout i € [1,¢], on a Z(V}), = Z; , et c’est un
idéal premier de Ox .. Pour tous 4, j € [1,t] avec i # j, on a Z(V/), ¢ (V).
En outre, puisque V' = |Ji_; V/, on a Z(X), = N'_; Z(V/).. Le théoréme
assure alors que la famille (Z(V/);)1<i<¢ est une permutation de la famille
(Z(Vi)z)1<i<s- Le résultat s’en déduit. O

Définition 6.1.9. — Soient X un espace A-analytique et x € X. Les fermés
analytiques V1, ..., V; de la proposition sont appelés composantes locales
de x en X.
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6.2. Un critére d’ouverture

Dans cette section, nous démontrons un résultat technique permettant d’as-
surer qu’'un morphisme fini et ouvert en un point le reste sur un voisinage.
Nous suivons le raisonnement de [GR84! §3.3.3].

Notation 6.2.1. — Soient X un espace A-analytique et F un faisceau de
O x-modules.

On note F'' e sous-faisceau de F formé des sections de torsion.

On note F¥ := Homp, (F,Ox) le dual de F.

Lemme 6.2.2. — Soient X un espace A-analytique localement intégre et F

un faisceau cohérent sur X. Alors on a
Frors = Ker(F — FYV).

En particulier, le faisceau F*°™ est cohérent.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, pour tout z € X, on a Fo™ =
Ker(F, — FV).

Soit x € X. Soit f € FLo. Par définition, il existe a € Ox, \ {0} tel que
af = 0 dans F,. Soit p € FY. On a ap(f) = ¢(af) = 0 dans Ox ,, donc
©(f) = 0 car Oy, est intégre. On en déduit que 'image de f dans F,/V est
nulle. Nous avons donc montré que F:% C Ker(F, — F,'V).

Soit f € F, \ Fio. Posons G := F/F%. Posons V, := (Ox \ {0})71G..
C’est un espace vectoriel de dimension finie sur FracOx , et le morphisme
naturel G, — V. est injectif. Notons f’ (resp. f”) 'image de f dans G, (resp.
V). L'élément f” n’étant pas nul, il existe un morphisme Frac Ox ,-linéaire
@it Vi — Frac Ox 5 tel que ¢ (f”) # 0. Quitte & multiplier par un élément
convenable de Oy ,, on obtient un morphisme Oy ,-linéaire ¢ : G, — Ox,
tel que ! (f') # 0. Le faisceau G étant de type fini, le morphisme ¢/, est induit
par un morphisme ¢: G — Ox défini sur un voisinage de x. On en déduit que
[ ¢ Ker(F, — F)V). Ceci clot la démonstration. O

Venons-en maintenant au résultat annoncé.
Proposition 6.2.3. — Soit o: X — Y un morphisme fini entre espaces A-
analytiques, avec Y localement intégre. Soit x € X. Si @ est ouvert en x et X
est intégre en x, alors il existe un voisinage ouvert U de x et un voisinage
ouvert V de ¢(z) tels que o(U) C V et le morphisme pyyv: U — V induit

par @ soit fini et ouvert.
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Démonstration. — D’aprés le lemme[5.1.3] quitte a restreindre X, on peut sup-
poser que o~ 1(p(z)) = {x}. Posons F := ¢.(Ox). D’aprés le théoréme
c’est un faisceau cohérent. D’aprés la proposition [5.6.2] il suffit de montrer
qu'il existe un voisinage ouvert V de ¢(z) dans Y tel que pour tout y € V, F,
soit un Oyy-module sans torsion. D’aprés le lemme JFtors est cohérent.
Par conséquent, son support est fermé. Il suffit donc de montrer que F ;) est
un Oy, ,(;)-module sans torsion.

Montrons tout d’abord que le morphisme : Oy, () — Ox . induit par ol est
injectif. Soit f € Oy,,(;) dont 'image ©*(f) dans Ox_, est nulle. 11 existe un
voisinage U de z dans X tel que ¢f(f) est nulle sur U. En utilisant la proposi-
tion on en déduit que f est nulle en tout point de ¢(U). Puisque ¢ est
ouverte en z, f appartient donc a Z(Y'),(), donc f est nilpotente dans Oy, ().
Or Y est localement intégre donc f est nulle dans Oy, ().

Puisque ¢ (p(z)) = {2}, on a F, ;) ~ Ox . Or, par hypothése, Ox , est
intégre. Le résultat s’ensuit. O

6.3. Normalisation de Noether locale

Le but de cette section est de démontrer un analogue local du lemme de
normalisation de Noether, valable en un point en lequel I'espace est intégre.

Rappelons la définition [1.2.18] concernant les projections. Pour tout b € B,

notons 0p; € Azan le point O de la fibre 7, 1(b). Commengons par un cas
particulier.
Lemme 6.3.1. — Soient X un espace A-analytique. Notons w: X — B le
morphisme structural. Soientb € B, x € 7= 1(b), n € N, Vg un voisinage ouvert
de Op,, dans AZ’an et : X — Vo un morphisme fini tel que (x) = Op,,.
Alors, il existe un voisinage ouvert W de b dans B, un voisinage ouvert U
de x dans X, un entier [ < n, un voisinage ouvert V- de Op; dans Affn et un
morphisme fini ¢: U — V tels que

i) m(U)=m(V)=W etmop=m;
ii) o(U) est un voisinage de Op; dans ' (b).
Démonstration. — Démontrons le résultat par récurrence sur n. Sin = 0, le

résultat est satisfait avec [ = 0 puisque 7, ' (b) = {b}.
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Supposons que 1 > 1 et que le résultat est vrai pour n — 1. Si (X)) est un
voisinage de O, dans 7, L(b), alors 1) satisfait toutes les propriétés requises.
Supposons maintenant que tel n’est pas le cas.

D’apres le corollaire Y(X) est un fermé analytique de Vj et ¢(X) N
7, 1(b) est strictement contenu dans Vo N 7, 1(b). On en déduit qu’il existe
un voisinage ouvert V' de 0, dans Vj et un élément f de O(V) qui soit
nul sur V N ¢(X) mais pas identiquement nul sur V N, (). Posons U :=
Y=Y V) et W := m,(V). D’aprés le corollaire W est un ouvert de B.
D’aprés le lemme il existe un isomorphisme o : 7, Y (W) — 7, L (W) tel
que a(0y,,) = Oy, et la restriction de o(f) a

n,n—1

point 0., est alors isolé dans o ((U)) N, L, (D).

n,n—1

(b) ne soit pas nulle. Le

Posons ¢ := 7, ,—1 00 01. On a alors p(x) = 0,1 et le point = est isolé
dans ¢~ (0p,—1). D’aprés le théoréme le morphisme ¢ est donc fini en x.
Puisqu’il est & valeurs dans un ouvert de AZfl’an, I’hypothése de récurrence
permet de conclure. O

Théoréme 6.3.2. — Soit X un espace A-analytique. Notons m: X — B le
morphisme structural. Soit x un point de X en lequel Ox , est intégre. Posons
b:=7(x) et notons 7r£7$: Oy — Ox , le morphisme induit par mh.

Si Wg’x est injectif, alors il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un
entier n € N, un ouvert V de AZ’an et un morphisme fini ouvert ¢: U — V.

Si 7rg7x n’est pas injectif, alors il existe un voisinage ouvert U de x dans X,
un entiern € N, un ouvert V de AZ’?; et un morphisme fini ouvert p: U — V.
Démonstration. — Puisque la question est locale, on peut supposer que X est
un fermé analytique d’un ouvert U de AZ’an. D’aprés la remarque quitte
a permuter les variables, on peut supposer qu’il existe k € [0, n] tel que z soit
rigide épais au-dessus de xj = 7, (z) et que x soit purement localement
transcendant au-dessus de b := m,(z).

Pour tout m > k, notons 0y, ,, € A’(™ le point 0 de la fibre W;Ik(mk) ~

A?_Z(;i’)an. D’aprés le lemme [5.5.4} il existe un voisinage W de x), dans Ai’an, un

voisinage ouvert U’ de x dans U et un voisinage ouvert Vp de 0, ,, dans AZ’an
vérifiant 7, 5 (U") = m, (Vo) = W et un morphisme fini ¢: U — Vj tels que
Pon ait 1~ (04,0) = {2} et Tk 0 Y = T i

D’aprés le lemme appliqué & v|x, quitte a restreindre W, on peut

supposer qu’il existe un voisinage ouvert U de = dans X, un entier [ > k, un
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voisinage ouvert V' de 0, ; dans Affn et un morphisme fini ¢: U — V tels
que T 1, (U) = mp(V) =W, 0o = w1 et p(U) est un voisinage de 0,
dans Y kl(b) En outre, en utilisant le lemme on montre que, quitte a
restreindre U, on peut supposer que ¢~ (0, ;) = {z}. Posons y := 0, ;.

D’aprés le théoreme le faisceau ¢, Oy est cohérent. Notons Z le noyau
du morphisme ¢f: Oy — ¢,Op. L'ensemble ¢(U) est ensemble sous-jacent
au fermé analytique de V' défini par Z. Nous considérerons désormais ¢(U)
comme un espace analytique muni de cette structure.

Remarquons que Z, est un idéal premier de Oy,,,. En effet, puisque o (y) =
{z}, Zy est le noyau du morphisme Oy, — Oy, induit par ©f. On en déduit
que Oy y =~ Oy, /T, s’injecte dans Oy 4, qui est supposé intégre. Le résultat
s’ensuit.

Nous allons & présent traiter séparément les deux cas présentés dans I’énoncé.

i

b et injectif.

e Supposons que le morphisme 7

Puisque U est intégre en x et que V est localement intégre, d’aprés la propo-
sition il suffit de montrer que ¢ ouvert en x. Puisqu’on a ¢~ 1(y) = {z},
d’aprés le lemme , pour tout voisinage U’ de x, ¢(U’) est un voisinage de y
dans ¢(U). 1l suffit donc de montrer que ¢(U) est un voisinage de y dans V.

Raisonnons par 'absurde et supposons que ¢(U) n’est pas un voisinage de y

dans V. Dans ce cas, Z, n’est pas nul. Soit f € Z,, \ {0}.

Supposons que Op, est un corps fort. D’aprés le théoreme [1.6.28, O , k. an .
A b
est encore un corps fort. D’aprés le lemme I'image de f dans Oﬂ_lf’kl (@1)y

n’est pas nulle. Or I'image de f dans Oy, est nulle et ¢(U) est un voisinage
de y dans Trfkl (xr). On aboutit & une contradiction.

Supposons que Opy est un anneau de valuation discréte. Fixons-en une
uniformisante 7. D’aprés le théoréme @ AR
fortement de valuation discréte d’uniformisante m,. D’aprés le lemme [3.3.6} il
existe v € N et g € Oy tels que la restriction de g a 71';,3 (k) ne soit pas nulle

est encore un anneau

et f =mg dans Oy,,.

Puisque le morphisme 775 . OBy — Ox est injectif, le morphisme Opj —
Oty = Ovy /T, lest aussi. Par conséquent, I'image de 7, dans Oy, n’ap-
partient pas a Z,. Puisque Z, est premier, on en déduit que g € Z,. On en

déduit une contradiction, comme précédemment.

e Supposons que le morphisme wg , N'est pas injectif.
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Ce cas ne peut se produire que lorsque Opy est un anneau de valuation
discréte. Fixons une uniformisante m, de Opy. Notons Vj, le fermé analytique
de V' défini par m,. Rappelons que le morphisme Oy, =~ Ovy/Z, — Oyg
induit par ¢f est injectif. Puisque ﬂng Oy — Oy, n’est pas injectif, 'image
de m, dans Oy, appartient a Z,. Par conséquent, quitte a rétrécir U et V, on
peut supposer que ¢(U) est un fermé analytique de V4. Le morphisme ¢ se
factorise donc par un morphisme ¢': U — V;. On peut alors appliquer a ¢
le méme raisonnement que précédemment, dans le cas des corps forts, pour

montrer qu’il est ouvert en x. On conclut alors par la proposition [6.2.3 O

Remarque 6.3.3. — Dans le cas classique des espaces sur un corps valué, on
peut démontrer un résultat similaire a celui du théoréme [6.3.2] sans condition
sur l'espace X et construire un morphisme ouvert en x (qui sera donc ouvert
au voisinage de x si X est irréductible, par exemple). Notre preuve fournit
d’ailleurs ce résultat lorsque Op est un corps.

En revanche, cet énoncé plus général tombe en défaut lorsque Opy est un
anneau de valuation discréte, comme on le vérifie sur ’exemple du fermé ana-
lytique X de Alz’an, avec coordonnée T', défini par I'équation 27 = 0 et du
point x défini par T'(z) = 2(x) = 0.

Remarque 6.3.4. — L’entier n présent dans 1’énoncé du théoréme [6.3.2| ne
dépend que de x. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que, dans tous
les cas, on a un morphisme fini et ouvert U N 7w~ 1(b) — A%’?IS On est alors
ramenés au cas classique des espaces sur un corps valué complet et on vérifie

que l'entier n n’est autre que la dimension de U N7~ 1(b) en .

6.4. Dimension locale d’un espace analytique

Le but de cette section est de définir la dimension d’un espace analytique
en un point.

Commengons par démontrer un résultat utile d’ouverture des morphismes
plats. Nous remercions Mattias Jonsson qui nous a suggéré de I'inclure.
Proposition 6.4.1. — Soit X un espace A-analytique. Notons 7: X — B
le morphisme structural. Soit x € X. Si le morphisme Op () — Ox x induit

par © est plat, alors le morphisme m est ouvert au point x.
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Démonstration. — Supposons que le morphisme OBm(x) — Ox, induit par .
est plat. Soit U un voisinage ouvert de x dans X. Posons b := 7w (z). Montrons
que 7(U) est un voisinage de b.

D’aprés la proposition quitte a rétrécir le voisinage U, on peut suppo-
ser qu’il s’écrit sous la forme U = |J;_; U;, ot les U; sont des fermés analytiques
de U contenant x et intégres en x. Il suffit de montrer qu'il existe i € [1, s] tel
que 7(U;) soit un voisinage de b.

Montrons, tout d’abord, qu’il existe i € [1, s] tel que le morphisme naturel
Oy — Oy, o soit injectif. Si Opy est un corps, le résultat est évident. Sup-
posons donc que Opj, est un anneau fortement de valuation discréte. Soit @y,
une uniformisante de cet anneau. Il suffit de montrer qu'’il existe i € [1, s]
tel que I'image de wy, dans Oy, ,, ne soit pas nulle. Supposons, par 'absurde,
que tel ne soit pas le cas. Alors wy s’annule en tout point d’un voisinage de x
dans U, donc son image dans Oy, est nilpotente, d’aprés le corollaire [5.5.6}
Ceci contredit la platitude du morphisme Opj — Oy ;.

Soit ig € [1, s] tel que le morphisme Opj — OUiO:x est injectif. Puisque U,
est intégre en x, le théoréme [6.3.2] assure que, quitte a rétrécir Uj,, il existe
un morphisme fini ouvert ¢: U;; — V, oi V' est un ouvert d'un espace affine
analytique A';™". Or, d’aprés le corollaire le morphisme de projection

n,an

A B est ouvert. Le résultat s’en déduit. O

Venons-en maintenant aux questions de dimension. Nous nous permettrons
d’utiliser la théorie classique de la dimension des espaces analytiques sur un
corps valué complet (cf. [Ber90, § 2.3|] ou [Duc07bl, § 1]).

Définition 6.4.2. — Soit X un espace A-analytique. Notons 7: X — B le
morphisme structural. Soit x € X tel que z soit intégre en X. On appelle

dimension relative de X en x la quantité
dim,(X/B) := dim, (W_I(W({E))).

Avant de définir la dimension locale d’un espace, introduisons encore une
nouvelle notion.
Définition 6.4.3. — Soit X un espace A-analytique. Notons 7: X — B le
morphisme structural. On dit que I'espace X est vertical en z si 7! (m(z)) est

un voisinage de x dans X.
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Notation 6.4.4. — Soient X un espace A-analytique et z € X. On pose

Vg (X) = {

0 si X est vertical en x ;

1 sinon.

Définition 6.4.5. — Un point b de B est dit isolable s’il existe un voisinage
ouvert V de b dans B et h € O(V) tels que

{c eV :h(c) =0} = {b}.

Remarque 6.4.6. — Soit b € B. Si b est isolé dans B, alors il est isolable.
Si b n’est pas isolé dans B, alors il ne peut étre isolable que si Op n’est pas
un corps, auquel cas c’est un anneau de valuation discréte.

Dans nos exemples standard a[[.1.21] la réciproque de I’énoncé précé-
dent vaut également. Ainsi, dans M(Z) (cf. exemple[L.1.17)), les points isolables
sont-ils exactement les points a; . avec p premier, chacun de ces points étant
isolé par I’équation p = 0.

Notons cependant que, dans le cas général, il existe des points non isolables
dont l'anneau local est de valuation discréte. L’anneau Cpyp (7| < 1)
fournit un exemple de cette situation. D’aprés la proposition le
spectre M(Cpyp(|T| < 1)) s’identifie au disque unité fermé au-dessus
de M(Cpyp). Le point 0 de M(Cpy(|T| < 1)) au-dessus de la valeur
absolue triviale (ou de toute autre) n’est pas isolable, mais I'anneau local en
ce point est un anneau de valuation discréte.

Lemme 6.4.7. — Soit X un espace A-analytique. Notons w: X — B le
morphisme structural. Soit x € X tel que X soit irréductible en x et b := 7(x)
soit isolable. Notons TrZEJ: Opp — Ox ., le morphisme induit par b,

Si Opy est un corps, alors X est vertical en x.

Si Oy est un anneau de valuation discréte, alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) X est vertical en x ;
i

b,z
#

b,z
iv) toute uniformisante de Op, est nilpotente dans Ox .

i1) le morphisme 7,  n’est pas plat ;

iii) le morphisme m;, _ n’est pas injectif ;
Démonstration. — Supposons que Op, est un corps. D’aprées la remarquem
le point b est isolé, donc X est vertical en x.

Supposons que Op est un anneau de valuation discréte.
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i) = i) Supposons, par I'absurde, que Wib est plat. Alors, d’aprés la

proposition m(7~1(b)) = {b} est un voisinage de b et on aboutit & une
contradiction.

i1) = i11) Soit wj une uniformisante de Op . Par hypothése, il existe un
entier n > 1 et un élément f de Ox, non nul tels que @y f = 0. En d’autres
termes, wy' f € I(X);. Or Z(X), est un idéal premier de Ox 4, donc w;' =0
dans Ox ;. On en déduit que 7T£7x n’est pas injectif.

i1i) = iv) C’est immédiat.

iv) = 1) Soit w, une uniformisante de Opy. Puisque b est isolable, il
existe un voisinage ouvert V' de b dans B et h € O(V) tels que {c € V : h(c) =
0} = {b}. Quitte a restreindre V', on peut écrire h sous la forme h = wj'g avec

n>1et g € O(V) inversible. On a donc
{b} ={ceV:h(c) =0} ={ceV:wc) =0}

Puisque I'image de w; dans Ox, est nilpotente, le fermé analytique défini
par @y dans 7 5(V) est un voisinage de 2 dans X. Or, ce fermé n’est autre
que 7 1(b). O

Définition 6.4.8. — Soit X un espace A-analytique. Soit x € X tel que x
soit irréductible en X. On appelle dimension de X en x la quantité

dim, (X) := dim,(X/B) + v, (X).

Soit € X. Décomposons X au voisinage de x sous la forme X = (J;_, Vi,
ou Vi,..., Vs sont intégres en x comme dans la proposition [6.1.8, On appelle
dimension de X en x la quantité

dim, (X) := max dim,(V;).

1<i<s

6.5. D’un schéma a son analytifié : premiéres propriétés

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés d’un schéma loca-
lement de présentation finie sur A qui sont préservées lorsque ’on passe a son
analytifié.

Rappelons qu’a tout schéma localement de présentation finie X sur A, on

associe un espace A-analytique X" et un morphisme d’espaces localement

A-annelés py: X% — X (¢f. définition [4.1.5]).
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Lemme 6.5.1. — Pour tout n € N, l’espace Pzt’an est compact.
Démonstration. — 1l suit de la construction de l'analytifié (cf. théoréme
que PZ’an peut étre construit & partir d’espaces affines Azan par la prodédure
de recollement habituelle. On vérifie directement que le’an est alors recouvert
par les images des disques unités fermés de ces espaces affines. Le résultat
s’ensuit, par la compacité des disques.

O]

Lemme 6.5.2. — Soient X et Y des schémas localement de présentation
finie sur A et ¢: X — Y un morphisme de schémas. Soit y € Y. Munissons
o Ypy(y)) de sa structure de schéma sur k(py(y)) canonique et ()~ (y)
de sa structure d’espace analytique sur H(y) canonique (cf. proposition ,

On a alors un isomorphisme canonique d’espaces H(y)-analytiques

(0™ (y () @y () HH)™ = (9™) " (y)-
En particulier, on a
py (X)) = p(X).
Démonstration. — On a

v oy () = X @y r(py (y))
et
(™) y) = (X @A H(Y)) Xpang () MH(Y))-
L’isomorphisme découle alors des propriétés universelles (c¢f. définitions
et .
En particulier, ¢~ 1(py(y)) est vide si, et seulement si, (¢*)71(y) lest.
[’égalité finale s’en déduit. O

Proposition 6.5.3. — Soit p: X — Y un morphisme de schémas localement
de présentation finie sur A. Si le morphisme ¢ est (1) une immersion (resp.
une immersion fermée, resp. une immersion ouverte), (2) surjectif, (3) propre,
(4) séparé, (5) fini, alors le morphisme ™ posséde la méme propriété.
Démonstration. — (1) Les trois propriétés découlent de la construction de
lanalytifié (cf. théoréme .

(2) Cette propriété découle du lemme [6.5.2]

(3) Supposons que ¢ est propre. D’aprés le lemme de Chow (cf. [EGAII
corollaire 5.6.2|)), il existe un Y-schéma projectif X’ et un morphisme de Y-

schémas ¥ : X' — X projectif et surjectif. D’aprés (2), " est surjectif. D’aprés
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le lemme [4.4.4] il suffit donc de montrer le résultat pour les morphismes pro-
jectifs.

Supposons que ¢ est projectif. Puisque la propreté est une notion locale
au but, quitte a rétrécir X et ), on peut supposer que ¢ s’écrit comme la
composée d'une immersion fermée X — P7j x 4 )V et de la projection sur le
second facteur P x 4 Y — Y. Remarquons qu’il découle immédiatement des
propriétés universelles que 'analytification commute au produit. D’aprés (1),
xar — PZ’an X 4 Y?" est une immersion fermée, donc un morphisme propre.
D’apreés le lemme , P’;™ est compact, donc la projection P’y*" — M(A)
est propre. D’aprés la proposition la projection le,an XA4Y = Y lest
encore. On conclut en utilisant le fait que la composée de deux morphismes
propres est propre (cf. lemme .

(4) Cette propriété découle du point (1) et du lemme

(5) Supposons que ¢ est un morphisme fini. Alors, d’aprés (3) et (4), ¢*"
est propre et séparé. 1l suffit donc de montrer que les fibres de ¢*" sont finies.
Cela découle de 'isomorphisme qui figure au début de la preuve de (2). O

Remarque 6.5.4. — 1l est trés plausible que les implications démontrées &
la proposition soient en fait des équivalences. Nous n’en dirons pas plus
ici.

Nous allons maintenant démontrer des résultats sur les faisceaux.
Définition 6.5.5. — Soit X un schéma localement de présentation finie
sur A. Pour tout faisceau de Oy-modules F, on appelle analytification ou

analytifié de F le faisceau de O yan-modules défini par
F = (px)*F.

Lemme 6.5.6. — Soit X un schéma localement de présentation finie sur A.
Soit F un faisceau de Oyx-modules. Si F est de type fini (resp. cohérent),
alors F™ est de type fini (resp. cohérent).

Démonstration. — Le foncteur F — F?" est exact a droite, donc il préserve les
faisceaux de type fini. D’aprés le théoréme le faisceau structural O yan
est cohérent, donc les faisceaux cohérents sont exactement ceux de présentation
finie. On en déduit qu’il sont également préservés. O

Proposition 6.5.7. — Soit ¢o: X — Y un morphisme fini de schémas loca-

lement de présentation finie sur A. Soit F un faisceau de Oxy-modules. Alors
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le morphisme naturel
(P F)™ — (). T

est un isomorphisme.
Démonstration. — Considérons le diagramme commutatif

xan _PY oy
e L
p
yan . ).
Par le méme raisonnement que dans la preuve du lemme [5.4.3] on vérifie qu’il

suffit de démontrer 1’énoncé suivant, que ’on appellera énoncé local : pour tout

u € X et tout y € Y*" tels que ¢(u) = py(y), le morphisme naturel

Oxu ®0y ) Oyeny — 11 Oyan o
zepyt (W)N(pe™) =1 (y)
est un isomorphisme.

La question étant locale sur ), on peut supposer que ) est affine. Puisque ¢
est fini, X est également affine. Il existe donc des A-algebres A et B telles que
X = Spec(A) et Y = Spec(B). En outre, ¢*: B — A munit A d’une structure
de B-module de type fini. Soit B[T1,...,T;] — A un morphisme de B-algébres
surjectif. Montrons 1’énoncé souhaité par récurrence sur k.

Supposons que k = 0. Alors ¢ est une immersion fermée et il va de méme
pour ¢?", d’aprés la proposition Soient y € Y2 et u € X tels que ¢(u) =
py(y). D’aprés le lemme [6.5.2] on a y € ¢™(X*"). Notons z € X*" P'unique
point tel que p*"(x) = y. On a alors py(x) = u. Il découle de la construction de
l'analytifié (cf. théoréme que si X est défini par un faisceau d’idéaux Z
de Y, alors X*" est défini par le faisceau d’idéaux Z ®¢p),, Oyan. On en déduit
que

O;‘gu ®@y7py(y) Oyanyy ~ OXan’a”

ce qui n’est autre que ’énoncé local souhaité.

Supposons que k > 1 et que I’énoncé est vrai pour k—1. Notons Ag_1 'image
de B[Th,...,T;—1] par la surjection B[T},...,Tx] — A et posons Xj_1 :=
Spec(Ak—_1). L’inclusion Ax_; — A induit un morphisme de schémas 1: X —
X},_1 et le morphisme ¢ se factorise sous la forme ¢ = ¢’ o) avec ¥': Xj_1 —
Y. Par hypothése de récurrence, 1)’ satisfait I’énoncé local. Il suffit de démontrer

que v le satisfait également.
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Par construction, il existe une surjection Aj_1[S] — A. Puisque A est
un Aj_i-module de type fini, il existe un polynéme unitaire P € Ag_1[S5]
tel que cette surjection se factorise par Ay_1[S]/(P) — A. Puisque B est une
A-algébre de présentation finie, il existe un morphisme de A-algébres surjectif
A[S1,...,5,] = Ak—1. On notera encore P un relévement unitaire de P a
A[S1, ..., S,][S]. Soit Zp le sous-schéma fermé de Azﬂ’an défini par P. On a

un diagramme commutatif

X — Zp

l’t[) lﬂ"n-k 1,n

Xpo1 —— AT

ot les morphismes X — Zp et X}, — A';* sont des immersions fermées et
le morphisme 7,11, Zp — Ay™ est la restriction a Zp de la projection sur
les n premiers facteurs. On vérifie qu’il suffit de démontrer 1’énoncé local pour
le morphisme 7,41, Ce dernier découle du lemme [5.2.3] O

6.6. D’un schéma a son analytifié : platitude et conséquences

Soit X' un schéma localement de présentation finie sur A. L’objet de cette
section est de démontrer que le morphisme py: X*" — X est plat. Il s’agit
d’un résultat essentiel pour les applications. En géométrie complexe, il est par
exemple utilisé dans la preuve du théoréme GAGA de J. P. Serre (cf. [Ser56]).

Nous aurons besoin d’imposer des propriétés supplémentaires sur l'an-
neau A, permettant de relier ses localisés algébriques et analytiques. Pour ce
faire, nous introduisons une nouvelle définition.

Définition 6.6.1. — On dit que (A, ||-||) est un anneau de Dedekind analy-

tique s’il satisfait les propriétés suivantes :

i) A est un anneau de Dedekind ;
ii) A est un anneau de base géométrique ;
iii) le morphisme p: M(A) — Spec(A) est surjectif;
iv) pour tout a € Spec(A),
@) si Ogpec(4),q €St un corps, alors pour tout b € p~Y(a), Onmap est

un corps;
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B) si Ogpec(A),a €t un anneau de valuation discrete, alors p~'(a)
contient un unique point, disons b, Opq4)p est un anneau de
valuation discréte et le morphisme Ogpec(aya — Oa(a),p induit
par p? est le morphisme de complétion.

Remarque 6.6.2. — Supposons que A est un anneau de Dedekind analy-
tique. Soit b € M(A) tel que O g4y s0it un anneau de valuation discréte.
Alors le point b est isolable. En effet, d’aprés iv), Ogpec(a),p(b) €St un anneau
de valuation discréte, et on peut donc isoler p(b) dans Spec(.A) en utilisant une
uniformisante @ de Ogpec(4),p(v)- D’apres iv), p*(w) isole encore b dans M (A).

a[1.1.21] : les corps valués,

Exemple 6.6.3. — Nos exemples usuels [1.1.16)

I’anneau Z et les anneaux d’entiers de corps de nombres, les corps hybrides, les
anneaux de valuation discréte et les anneaux de Dedekind trivialement valués
sont tous des anneaux de Dedekind analytiques.

Nous supposerons désormais que A est un anneau de Dedekind analytique.

Commencgons par un cas particulier du résultat & démontrer.

Proposition 6.6.4. — Soit n € N. Pour tout x € A}, le morphisme
OAZ7PAZ(£) — OAj’a“,x induit par p&z est plat.

Démonstration. — Posons p = PAT. Démontrons 1’énoncé par récurrence
sur n.

Supposons que n = 0. Soit * € M(A). Si A, est un corps, alors le
morphisme Ogpec(),p(z) = Apz) = Om(A),e est plat. Si A, est un anneau
de valuation discréte, alors le morphisme Ogpec(4),o(z) = Apz) = Om(A),e €5t
le morphisme de complétion. Il est donc encore plat.

Supposons que n > 1 et que le résultat vaut pour n — 1. Soit z € A;*". No-
tons q I'idéal premier de A correspondant a la projection de p(z) sur Spec(.A).
Le point p(z) correspond alors & un idéal premier p, de Frac(A/q)[Th, ..., T,].

Si py = (0) et q = (0), alors Opn () est un corps, donc OAZ’“,I est plat
sur OAﬁ,p(x)-

Si p, = (0) et g # (0), alors OAZ»P(I) est un anneau de valuation discréte
d’idéal maximal engendré par q. D’apreés le corollaire [I.5.13] le morphisme de
projection AZ’an — M(A) est ouvert, donc, pour tout m € N*, I'image de q™
dans OAZ’““,x n’est pas nulle. On en déduit que le morphisme OAﬁvp(w) —
Opnen , est injectif. Or, d’apres le théoréme Opnen , est intégre. Par

conséquent, il est sans g-torsion, et donc plat sur O A7 p(x)-
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Supposons désormais que p, # (0). Notons p!, I'idéal de Frac(A/q)[T4, . . ., Th)
correspondant & p(x). Quitte & permuter les variables, on peut supposer qu'’il
existe k € [0,n — 1] tel que

p,. N Frac(A/q)[T1,...,T] = {0}

et k(p(x)) soit une extension finie de Frac(A/q)(Th,. .., k).

Notons x,_1 € Az_l’an la projection de x sur les n — 1 premiéres coordon-
nées. Son image canonique p(z,_1) dans AZ_I est 'image de p(z) par la pro-
jection sur les n— 1 premiéres coordonnées. Par construction, le morphisme na-
turel k(p(xn—1))[Tn] = k(p(z)) n’est pas injectif. Notons P € k(p(zn—1))[Th]
un générateur unitaire de son noyau et d le degré de ce polynéme. Soient P
un relevé de P a OAjfl,p(:cn_l)[T”] unitaire de degré d. Soit U = Spec(B) un
voisinage affine de p(x,—1) dans Aﬁ_l sur lequel tous les coefficients de P sont
définis.

Procédons comme dans la preuve du corollaire [3.:2.5] Considérons le
schéma A2B muni des coordonnées T, et T. Notons p;: AzB — A}B (resp.
P2 AZB — A%) le morphisme de projection sur A%; muni de la coordonnée T
(resp. T,,). Notons Op: A}B — A}B le morphisme induit par le morphisme

naturel
B[T] — B[T, T,))/(P(T) = T) = B[T,]
et o la section de po induite par le morphisme de B-algébres

B[T\T,] — B[T}]
T —  P(T},) .

Th — T,
On a alors p1 o 0 = po.
2
A = A

Notons Z le fermé de Zariski de A?ﬁt défini par P(Tn) — T. La projection po

induit un isomorphisme entre Z et A}4 dont l'inverse est la section o.
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Le morphisme

U O —  (1):0z
d—1
(aO(T)a"wad—l(T)) — Za’l(T)T'rZL
i=0

est un isomorphisme, dont l'inverse est le reste de la division euclidienne
par P(T},) — T. En composant par Pisomorphisme (p1).OQz — (p1):0.0z7 =
(0p)O AL induit par o, on obtient un isomorphisme

K 0% —  (pp)Oay
d-1
(ao(T),...,a4-1(T)) +— ai(P(T,)T:
i=0
Considérons A'y™ avec coordonnées (T1,...,T,-1,5) et mpp_1: A" —

-1 . . .
A"y ™ la projection sur les n — 1 premiéres coordonnées. Notons 0, , €

A™™ Je point 0 de la fibre ol (1) =~ A;_l‘?; _,)- Par construction, on

a golgl (p(0z,_,)) = {p(x)} et le morphisme ¢z induit donc un isomorphisme

entre de germes

d
OAlB,p(o%fl) - ((SOP)*OA};)p( ) = OAlep(I).

Omn—l

En analytifiant la construction, on obtient un morphisme de germes

d an
OAzanXAUan7oxn71 — ((SOP )*OA}‘\’&“XAU&D)OGC”,l’

et le corollaire [3.2.5 assure que c’est un isomorphisme.
Or, z est un antécédent de Og,_, par 93", donc, d’aprés la proposition @
. Par conséquent,

—1

est plat, il suffit de

an
OAza“xAUan,x est un facteur de ((gop )*OAZ""“‘XAU“)O%

pour montrer que le morphisme OA}; p(@) OAl,anXAUan .
I, A b

montrer que le morphisme Op1 ) — ((@aﬁn)*oAi‘,an I'est. Grace

XAUa“)Oxn71
aux isomorphismes obtenus précédemment, cela revient encore a montrer que

le morphisme

OALp(0s, ) = Oaypn, ) = Onneng, | = Optan, ang,
est plat.

Pour ce faire, il suffit de montrer que le morphisme induit entre les com-
plétés T,-adiques est plat. Or, ces complétés sont respectivement isomorphes
& Oan p(zn ) [Th] et OAZ“"‘“,wnq [T5.] (d’aprés la proposition m pour le se-
cond). L’hypothése de récurrence permet de conclure. O
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Théoréme 6.6.5. — Soit X un schéma localement de présentation finie
sur A. Alors, pour tout x € X, le morphisme Oy , (o) — Oxany induit
par py est plat.

Démonstration. — Quitte a localiser au voisinage de p(x), on peut supposer
que X est un sous-schéma fermé d’un espace affine A’). Par construction de
Panalytifié (cf. théoréme 7 on a un isomorphisme

OX#L“ = OX,PX(HC) ®OAZ,pX(3:) OAZ’a“,x'

Or, d’aprés la proposition OAZ’an,x est plat sur OAZ,M(I)' Le résultat
s’en déduit. O

Remarque 6.6.6. — Rappelons qu'un morphisme local d’anneaux locaux
qui est plat est automatiquement fidélement plat (cf. [Sta20, lemma 00HR]
par exemple). Le morphisme du théoréme est donc fidélement plat.
Corollaire 6.6.7. — Soit X un schéma localement de présentation finie
sur A. Le foncteur qui a un faisceau de Oy-modules F associe le faisceau
de Oyan-modules F* est exact et fidéle. O
Corollaire 6.6.8. — Soit p: X — Y un morphisme entre schémas locale-
ment de présentation finie sur A. Soit x € X, Si le morphisme " est plat
en x, alors le morphisme @ est plat en px(x).

Démonstration. — Le résultat découle du théorémel6.6.5] et de [Sta20], lemma
039V]. O

Il est trés vraisemblable que la réciproque du corollaire [6.6.8| soit vraie,
mais nous ne savons pas la démontrer en général. Nous énoncons cependant
maintenant quelques cas particuliers intéressants.

Proposition 6.6.9. — Soit ¢: X — Y un morphisme fini entre schémas
localement de présentation finie sur A. Soit F un faisceau cohérent sur X et
soity € Y.

i) Le Oy, (y-module (pxF)p(y
Oyan y-module (@F"F "), est sans torsion.

) est sans torsion si, et seulement si, le

ii) Soit u € p 1 (py(y)). Le Oy py(y)-module F,, est plat si, et seulement si,
pour tout z € (™) ~"H(y) N p3'(u), le Oyan ,-module FI™ est plat.

Démonstration. — Pour alléger I’écriture, on notera indifféremment p les deux

morphismes py et py.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00HR
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i) D’apres le théoréme Oyan y est plat sur Oy . Puisque ¢ est
fini, (¢«F)(y) est un Oy ,)-module de présentation finie. D’aprés [BouO6al
I, §2, n° 10, proposition 11| et la proposition on a des isomorphismes

canoniques
HomOy,p(y)((‘P*]:)py(y)’ (LxF) o)) ©0y o) Oyany
= HomOyan,y((SO*F)p(y) ®Oy7ﬂ(y) Oya”,yv (SD*J:)p(y) ®oy,p(y) Oyanyy)
~ Homoyun , (03" F*)y, (92" F*)y).
Or, I'idéal de torsion de (@.F) p(y) S'identifie au noyau du morphisme

Oy ,oy) — Homo,, |, (0T ) p(y)s (9F ()

et de méme pour (¢3"F?"),. Le résultat découle donc de la fidele platitude de
Oyan7y sur Oy,p(y).
ii) Quitte & restreindre X, on peut supposer que ¢~ '(¢(u)) = {u}. Dans ce

cas, on a (p«F) () = Fu et, d’aprés la proposition
AP VE S |
z€(p™) 1 (y)
En outre, d’aprés la proposition [6.5.7, on a un isomorphisme canonique
O)’“",y ®Oy7p(y) (‘p*f)p(y) = (Soin]:an)y‘
Le résultat découle alors de la fidéle platitude de Oyan, sur Oy ., par
[Bou06al, I, §3, n° 3, proposition 6]. O

Proposition 6.6.10. — Soit X un schéma localement de présentation finie
sur A. Notons m: X — Spec(A) le morphisme structural. Soit x € X*". Le

morphisme 7 est plat en px(x) si, et seulement si, le morphisme ™™ est plat
en x.
Démonstration. — Posons p := px. Si Ogpec(a)n(p(z)) €St un corps, alors

O M(A),man(z) Vest aussi et le résultat est immédiat.

Supposons que Ogpec(A),r(p(z)) €St un anneau de valuation discréte. Fixons-
en une uniformisante . Par hypothése, Opq(4) ran(z) st encore un anneau
de valuation discréte d’uniformisante w. Il suffit de montrer que w divise 0
dans Oy ,(;) si, et seulement si, ww divise 0 dans Oyan ,, autrement dit, que
la multiplication par @ est injective dans Oy ,() si, et seulement si, elle I'est

dans Oyan ;. Ce résultat découle de la fidele platitude du morphisme Oy () —

Oxan 5 (cf. théoréme [6.6.5)). O
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Démontrons finalement un résultat sur la dimension. Commengons par un
lemme préliminaire.
Lemme 6.6.11. — Soit p: X — Y un morphisme fini et ouvert d’espaces
A-analytiques. Soit © € X et supposons que Y est intéegre en o(x). Notons
Ui,...,Us les composantes locales de X en x. Alors il existe i € [1,s], un
voisinage owvert U] de x dans U; et un voisinage ouvert V de ¢(x) dansY tels
que le morphisme U] — V induit par ¢ soit fini et ouvert en x.
Démonstration. — Par définition des composantes locales, il existe un voisi-
nage ouvert U de = dans X tel que les U; soit des fermés analytiques de U
dont la réunion recouvre U. Pour i € [1, s], notons J; 'idéal de U;. D’aprés
les lemmes et [6.1.3) Ji» est un idéal premier de Ox . D’aprés le corol-
laire ona+/(0) =N, Jiz

Remarquons que le morphisme gpgg: Oy, p(z) = Ox z induit par ©! est injectif.
Puisque ¢ ouvert et que Oy, () est intégre, cela découle du corollaire
On en déduit que

s

(0) = (&) (V(©0) = () (h) " (Tia)-

i=1
D’aprés la partie unicité du théoréme il existe i € [1,s] tel que
(¢8) N (Tiw) = (0).

Par construction, le morphisme Oy, ) — Oy, induit par @ est encore
injectif. Quitte a restreindre U;, on peut supposer qu’il existe un voisinage
ouvert V' de ¢(x) dans Y tel que le morphisme ¢: U; — V induit par ¢ soit
fini. Quitte a restreindre encore, on peut supposer que ¥~ (¢(x)) = {x}. On
a alors un isomorphisme (YO, )y(z) = Ov,,« et la proposition assure

que 1 est ouvert en x. ]

Théoréme 6.6.12. — Supposons que dim(A) = 1. Soient X un schéma lo-
calement de présentation finie sur A et x un point de X°". On a dim, (X ") =
dim,, , (7)(X).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le résultat pour chaque composante
irréductible de X. On peut donc supposer que X est irréductible. Quitte a le
réduire et a localiser au voisinage de py(x), on peut supposer que X est intégre
et affine. Il existe alors une A-algébre intégre A’ telle que X' = Spec(A’).
Notons 7m: X — Spec(A) le morphisme structural. Distinguons deux cas.

e Supposons que le morphisme 7f: A4 — A’ n’est pas injectif.
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Notons p le noyau de 7. Par hypothése, le fermé défini par p dans Spec(.A)
et M(A) est un singleton. Puisque 'espace X et son analytifié se projettent
sur ce singleton, on a v, (X?") = 0 et on est ramenés a la théorie classique de

la dimension sur un corps valué. Le résultat est alors bien connu.

e Supposons que le morphisme 7#: A — A’ est injectif.
Alors le morphisme 7f: A — A’ est plat, puisque A est un anneau de

Dedekind. En particulier, on a
dim(A") = dim(A' @4 K) + dim(A) = dim(A’ ®4 K) + 1,
ou K := Frac(A).

Posons n := dim(A’ ® 4 K). Le lemme de normalisation de Noether as-
sure qu’il existe un morphisme injectif K[T,...,T,] - A @4 K qui fait
de A" un K[T1,...,T,]-module fini. On en déduit qu’il existe f € A\ {0}
et un morphisme injectif Af[T1,...,T,] — A ®4 Af qui fait de A’ un
A¢[Ty, ..., Ty]-module fini. Le morphisme associé ¢: Spec(A’) x 4Spec(Af) —
A’ x 4 Spec(Ay) est alors un morphisme fini sans torsion. Notons By I'ouvert
de B = M(A) défini par l'inégalité f # 0. D’aprés la proposition le
morphisme induit ¢ : X" := X x 4 By — AL™ x 4 By est également fini
et sans torsion. D’apreés la proposition [5.6.2] il est ouvert.

Notons Uy, ...,Us les composantes locales de X}m en z et U :=J;_, U.
Quitte & restreindre U et les U;, on peut supposer qu’il existe un ouvert V'
de A"y* x 4 By tel que le morphisme t: U — V induit par ¢*" soit fini. La
théorie de la dimension sur un corps valué assure que, pour tout i € [1, s], on
a

dim, (U;) = dimg (U;/B) 4+ v, (U;) < n+ 1.
En outre, d’aprés le lemme il existe j € [1,s] tel que le morphisme
Y Uj — V induit par 9 soit fini et ouvert en . On en déduit que v,(U;) =1
et que dim,(U;) = n, donc que dim,(U;) = n + 1. Ceci montre finalement que

dim, (X*") = dim, (U) = n + 1 = dim(A) = dim,, , (5)(X).
O

Remarque 6.6.13. — Si A = k est un corps valué, le résultat dim, (X'*") =
dim,,, (,)(&X) vaut encore, par la théorie classique.

En revanche, il tombe en défaut lorsque A = CP (¢f exemple|1.1.19). Dans
ce cas, X est un schéma de présentation finie sur C. Posons B = M(C"P). Soit
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x € X?". Notons b 'image de = par le morphisme structural 72": X?" — B.
L’anneau local Op s’identifie au corps C, donc le morphisme Opj — Oyan ,
et plat et, d’aprés la proposition[6.4.1} le morphisme 7" est ouvert en 2. On en
déduit que X2 n’est pas vertical en x, et donc que v, (X?") = 1. Par ailleurs,
d’apres le lemme la fibre (72%)~1(b) s’identifie & I'analytifié de X sur le
corps valué H(b) (qui n’est autre que le corps C muni d’une valeur absolue
de la forme |-|5, ou |-]o), et la théorie classique de la dimension assure que
dim, ((7®)~1(b)) = dim,,(,)(X). On obtient finalement I'égalité

dim, (X™) = dim,, () (X) + 1.



CHAPITRE 7

PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ESPACES
ANALYTIQUES

Dans ce chapitre, nous étudions certaines propriétés topologiques des espaces
analytiques.

La section traite de topologie générale. Nous y introduisons la notion
d’espace élastique, qui renforce celle d’espace connexe par arcs (c¢f. défini-
tion .

Dans la section nous démontrons que les espaces analytiques sont lo-
calement connexes par arcs (cf. théoréme . Comme on s’y attend, nous
étudions d’abord les espaces affines analytiques, cas dans lequel nous pouvons
exhiber des sections explicites de la projection (cf. lemme. Le cas général
s’y réduit, par normalisation de Noether.

Pour finir, dans la section nous calculons la dimension topologique, plus
précisément la dimension de recouvrement, des espaces affines analytiques,
ainsi que des disques (cf. théoréme . Le calcul de la dimension des fibres
est classique, mais, les espaces que nous considérons n’étant, en général, pas

métrisables, le passage a ’espace total requiert quelques précautions.

Soit (A, ||-||) un anneau de base géométrique. Posons B := M(A).

7.1. Espaces élastiques

Dans cette section, nous regroupons quelques résultats de topologie générale
qui vont nous étre utiles pour montrer que les espaces affines, puis les espaces
analytiques quelconques, sont localement connexes par arcs. Nous introduisons

notamment la notion d’espace élastique.
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Commengons par montrer un résultat de modération du nombre de compo-
santes connexes.
Proposition 7.1.1. — Soit f: X — Y une application finie et ouverte entre
espaces topologiques. Supposons que Y est connexe. Alors X posséde un nombre
fini de composantes connexes et la restriction de f a chacune d’elle est surjec-
tive.
Démonstration. — Soit x € X. Notons OF, ’ensemble des parties ouvertes et
fermées de X qui contiennent x et posons OF; := (¢ 7, U. Montrons que

N f©)=f(OF,).

UeOF,

L'inclusion f(OF:) C Nyecor, f(U) est évidente. Démontrons l'inclusion
réciproque. Soit y € (ycpz, f(U). Notons z1,..., 7, les éléments de ).
Supposons, par l'absurde, que pour tout i € [1,n], il existe U; € OF, tel
que z; ¢ U;. On a alors (N, U;) N f~1(y) = 0. Or, toute intersection finie
de parties ouvertes et fermées est encore ouverte et fermée, donc (), U; €
OF, ce qui est absurde car y appartient a (\;cor, f(U). Par conséquent, il
existe i € [1,n] tel que z; appartienne & tous les éléments de OF, et donc
a OF,. On en déduit que y appartient a f (OF}).

Pour tout U € OF,, f(U) est ouvert, fermé et non vide, donc égal a Y,
puisque Y est connexe. Ainsi, par ce qui précéde, on en déduit que f(OF,) =Y.

Montrons maintenant que les ensembles OF, forment une partition de X.
Soient z,z’ € X.

Supposons que x' ¢ OF,. Alors il existe un ouvert fermé U contenant x
tel que 2’ n’appartienne pas a U. Dans ce cas X \ U est un ouvert fermé qui
contient z’ et ne contient pas z. On en déduit que OF, N OF, = ().

Supposons que 2’ € OF,. Alors tout ouvert fermé qui contient x contient z’
donc OF, C OF,. D’aprés ce qui précéde, cela implique que x € OF,/, et

finalement que OF, = OF,s. La propriété annoncée s’ensuit.

Soit y € Y. Pour tout € X, on a f(OF,) =Y, donc il existe z € f~1(y)
tel que z € OF,, ce qui entraine OF, = OF,. On en déduit 1’égalité

xX= || orF.

zef~1(y)
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Soit z € f~1(y). L’ensemble OF, est intersection de fermés, donc fermé. En
écrivant OF, comme le complémentaire de la réunion (finie) des OF./, pour
2 € f~Y(y) \ {z}, on montre que OF, est ouvert.

Montrons que OF), est connexe, ce qui permettra de conclure. Soient A et B
des ouverts disjoints de OF, de réunion égale a OF,. On peut supposer que
z € A. Dans ce cas, on a A € OF,, donc OF, C A, et finalement OF, = A. Le

résultat s’ensuit. O

Nous souhaiterions disposer d’un résultat analogue au précédent mais
concernant cette fois-ci la connexité par arcs. Pour l'obtenir, nous aurons
besoin d’imposer une condition plus forte sur ’espace d’arrivée. Nous 'intro-
duisons ici.

Définition 7.1.2. — Soit X un espace topologique.

Soient x,y € X. On dit qu’une partie £ de X est un chemin reliant x a y
s'il existe une application continue surjective ¢: [0,1] — ¢ telle que p(0) = x
et (1) =y.

Soit ¢ un chemin reliant x & y. Le chemin £ est dit élastique en y si, pour
tout voisinage U de /, il existe un voisinage V de y tel que, pour tout y’ € V,
il existe un chemin de z & ¥’ contenu dans U. Le chemin £ est dit élastique s’il
est élastique en z et en y.

L’espace X est dit connexe par arcs (resp. élastique) si, pour tous z,y € X,
il existe un chemin (resp. chemin élastique) reliant = a y.

Remarque 7.1.3. — 1) Pour montrer qu’'un espace X est élastique, il suffit
de montrer qu’il est connexe par arcs et que, pour tout point x de X, il
existe un chemin d’origine x qui est élastique en z. La preuve consiste en
un simple argument basé sur la concaténation des chemins.

ii) Tout espace connexe et localement connexe par arcs est élastique. De
méme, tout espace contractile est élastique. La notion d’espace élastique
est cependant plus générale. En effet, il existe des espaces connexes et lo-
calement connexes par arcs mais non contractiles (par exemple le cercle)
ainsi que des espaces contractiles non localement connexes par arcs (par
exemple la réunion des droites du plan réel de pente rationnelle passant
par 0).

Ezxzemple 7.1.4. — L’exemple qui suit montre que les notions d’espaces élas-

tique et connexe par arcs sont distinctes.
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Notons Ggin(1/s) le sous-ensemble de R? constitué du graphe de sin(1/z)
sur )0, 1/7]. Considérons 'espace topologique X formé de la réunion de 1'adhé-
rence GSTW de Giin(1/2) dans R? et d’'un chemin ¢y reliant le point 1
de coordonnées (0,—1) au point xg de coordonnées (1/m,0), de sorte que

€0 Ggin(1/2) = {70, Yo} (cf. figure . Cet espace est connexe par arcs.

Lo

Yo

o

FIGURE 7. Un espace connexe par arcs non élastique.

Soit £ un chemin reliant xg & yg. Tout voisinage de yo contient un point de
Giin(1/2) avec une abscisse strictement positive trés petite. Un tel point ne peut
étre relié a xp dans aucun voisinage assez petit du chemin ¢ (cf. figure .

To

Yo

FI1GURE 8. Un voisinage d’un chemin de x¢ a yo.

Par conséquent, le chemin ¢ n’est pas élastique en yg et ’espace topolo-
gique X n’est donc pas élastique.

Ajoutons que des exemples de ce type peuvent apparaitre dans 1’étude des
espaces de Berkovich généraux. En effet, tout espace compact K peut étre
réalisé comme spectre d’anneau de Banach A, par exemple en choississant

pour A l'algébre C(K, C) des fonctions continues de K dans C munie de la
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norme uniforme. (Le corps C est ici muni de la valeur absolue usuelle |- |.) Il
est donc nécessaire d’imposer des restrictions sur les anneaux A considérés.
La proposition suivante reprend [Ber90, lemma 3.2.5|. Nous en rappelons
la démonstration pour apporter quelques précisions.
Proposition 7.1.5. — Soit f: X — Y une application finie et ouverte entre
espaces topologiques. Supposons que X et'Y sont connezes, que X est séparé
et que Y est élastique. Alors X est connexe par arcs.
Démonstration. — Soit £ un chemin de Y. Soit & une base d’ouverts de £
qui engendre sa topologie. Nous pouvons supposer que U est dénombrable.
Pour tout U € U, I'application f~1(U) — U induite par f est encore finie
et ouverte. La proposition assure alors que f~'(U) a un nombre fini
de composantes connexes. Celles-ci sont donc ouvertes. Notons Cyy ’ensemble
des composantes connexes de f~'(U). L’ensemble C := |J;;o, Cu est alors
dénombrable et, d’aprés le lemme il engendre la topologie de f~1(¢).
D’aprés le lemme f71(¢) est compact. D’aprés [Bou74, IX, §2, n°9,
proposition 16] il est donc métrisable. Puisque les éléments de C sont connexes,
f71(¢) est localement connexe. D’aprés [Boul®6), I11, §2, n°4, corollaire 2 de la
proposition 11], f~1(¢) est donc localement connexe par arcs. En particulier,
les composantes connexes de f _1(6) sont compactes et connexes par arcs.

Pour démontrer le résultat, il suffit de montrer que les composantes connexes
par arcs de X sont ouvertes. Soit x € X. Posons y := f(z). Soit yy € Y.
Soit £ un chemin reliant gy & y qui soit élastique en y. D’aprés le raisonnement
précédent, f~1(¢) posséde un nombre fini de composantes connexes, qui sont
compactes et connexes par arcs. Notons-les X1,...,%,. On peut supposer que
x € Y.

Puisque X est séparé, on peut trouver des voisinages W7y, ..., W,, respecti-
vement de Xq,..., Y, qui soient deux & deux disjoints. D’aprés le lemme|5.1.3
il existe un voisinage U de ¢ tel que f~1(U) C ||, W;.

Soit V' un voisinage ouvert de y dans U tel que, pour tout 3’ € V, il existe
un chemin reliant g & y contenu dans U. Alors f~1(V) N W est inclus dans
la composante connexe par arcs de x. En effet, soit 2/ € f~1(V)NWj. 1l existe
un chemin ¢ reliant yo a ¢’ := f(2’) contenu dans U. Notons ¥’ la composante
connexe de f~1(¢') contenant z’. Elle est connexe par arcs et contenue dans
f71(U), donc dans ||, Wi, donc dans W puisqu’elle rencontre Wi. On a
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donc

S0 o) C Win f o) = S0 f 7 (wo).
On en déduit que X' UY; est connexe par arcs. Il existe donc un chemin reliant x
a x’. Le résultat s’en déduit. O

Remarque 7.1.6. — 1l existe un espace topologique connexe par arcs (mais
non élastique) admettant un revétement de degré 2 connexe mais non connexe

par arcs. On peut, par exemple, considérer le revétement de ’espace défini a
I’exemple représenté a la figure [9]

FIGURE 9. Revétement de degré 2 connexe mais non connexe par
arcs d’un espace connexe par arcs non élastique.

Cela permet de justifier 'introduction de la notion d’espace élastique.

Dans le cas ou 'espace au but est seulement supposé connexe par arcs, on
dispose cependant du résultat suivant.
Proposition 7.1.7. — Soit f: X — Y une application finie et ouverte entre
espaces topologiques. Supposons que X et 'Y sont séparés et que Y est connexe
par arcs. Alors X posséde un nombre fini de composantes connexes par arcs et
la restriction de f o chacune d’elles est surjective.
Démonstration. — Soient y1,y2 € Y. Par hypothése, il existe un chemin /¢
reliant y; et yy. Puisque Y est séparé, d’aprés [Boul6, 111, §2, n°9, proposi-
tion 18], on peut supposer que ¢ est homéomorphe au segment [0, 1]. D’apreés
la remarque ii), espace topologique ¢ est alors élastique. Le morphisme
@~ 1(£) — ¢ induit par ¢ est encore fini et ouvert. D’aprés la proposition
et la proposition ¢~ 1(£) a un nombre fini de composantes connexes et

celles-ci se surjectent sur £ par ¢ et sont connexes par arcs.
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On en déduit immédiatement que les composantes connexes par arcs de X
se surjectent sur Y par f. Puisque les fibres de f sont finies, il ne peut y en

avoir qu’un nombre fini. ]

Remarque 7.1.8. — L’exemple de la remarque [7.1.6| montre que les compo-
santes connexes par arcs de X peuvent n’étre ni fermées ni ouvertes.

Nous allons maintenant énoncer deux critéres permettant de montrer I’élas-
ticité de certains espaces topologiques.
Lemme 7.1.9. — Soient X un espace topologique et W un ouvert de X.
Supposons que

i) Wet F:=X\W sont élastiques ;
ii) Uensemble OF := F \ F nest pas vide ;
i11) tout point x de OF admet une base de voisinages U, dans X telle que pour
tout U € Uy et tout y € W N U, il existe un chemin tracé sur U reliant y

a un point de F.

Alors l’espace topologique X est élastique.

Démonstration. — Soit € X. D’aprés la remarque [7.1.3] il suffit de montrer
qu’il existe un chemin d’origine x qui est élastique en x. Si x € W, la propriété
découle du fait que W est ouvert dans X et élastique. Il en va de méme si
z€F.On peut donc supposer que x € OF.

Choisissons un chemin ¢ de F' d’origine x et élastique en x en tant que
chemin de F'. Notons zg € F' son autre extrémité.

Soit V un voisinage de ¢ dans X. Le point z posséde un voisinage U’ dans V'
tel que, pour tout ' € U’ N F, il existe un chemin reliant ' & xy dans V.
Soient U un voisinage de z dans U’ appartenant a U,. Soit y € U. Si y € F,
on a déja vu qu'’il existe un chemin reliant y & xg dans V. Si y € W, alors il
existe un chemin dans U reliant y & un point 2’ de U N F. 1l existe alors un
chemin reliant 2’ & ¢ dans V', et donc un chemin reliant y & xo dans V. Ceci

montre que £ est élastique en x en tant que chemin de X. O

Lemme 7.1.10. — Soient X un espace topologique et (X;);eNn une suite crois-
sante (pour l'inclusion) de sous-espaces topologiques tels que | J;en X, =X. Si,
pour tout © € N, Uespace X; est élastique, alors l’espace X est lui aussi élas-

tique. O
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7.2. Connexité par arcs locale

Dans cette section, nous nous intéressons & la connexité par arcs et la
connexité par arcs locale des espaces analytiques. Nous commencerons par
le cas des espaces affines.

Soit n € N. Notons m: A'y* — B = M(A) le morphisme de projection.

Fixons des coordonnées T1, ..., T, sur A'y*". Posons T := (T1,...,T,).
Notation 7.2.1. — Soit A un anneau. Pour tout a = (ay,...,a,) € A" et
tout 2 = (i1,...,1,) € N™ on pose

n
a* =[] dir,
m=1

avec la convention que a® = 1, pour tout a € A.
Notation 7.2.2. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet. No-
tons T := (T4, ..., T,) des coordonnées sur A"*". Soit = (r1,...,71,) € RL.

On note 7, le point de A;"*" associé a la semi-norme multiplicative

k[T] — RZO
Z a; T® — max;>o(|ag| r?).
i>0

Soit b € Bym. On note ny, € A’y™ le point 7, de la fibre 71 (b) ~ A%’?{S

Rappelons que nous avons introduit une fonction €: Baye — ]0,1] (¢f. nota-

tion .

Notation 7.2.3. — Soit b € By Daprés le théoréeme [1.2.6] et le
lemme [1.2.14] 1a fibre 7=1(b) s’identifie & C™ si H(b) = C et & C*/Gal(C/R)
si H(b) = R et, dans tous les cas, on a un plongement canonique

pp: R" — 77 1(b).

Lemme 7.2.4. — Soit r = (r1,...,m,) € RY,. L application

or: B — AZ’an
To,r 5t b € Bun ;
b +— 1/(b) ,
op(T ) Sib€E Ba.

est une section de la projection m: A;™ — B. Sa restriction & Bym et sa
restriction a Bare sont continues.

Notons S :={i € [1,n] : r; # 0}. Soit by € B tel que la famille (r;);es soit
libre dans le Q-espace vectoriel Rxo/|H(bo)*|Q. Alors oy est continue en by.
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Démonstration. — 11 découle directement de la définition de o, que c’est une
section de 7.

Rappelons que, par définition de la topologie de Aj’an, pour montrer que la
restriction de o, & une partie U de B est continue, il suffit de montrer que,
pour tout P € A[T], 'application

be U |Plon(b))] € Rsg

est continue. Soit P =Y ",.,a; T* € A[T].
Commencons par traiter le cas de la restriction a Byy. Pour tout b € By,

on a
[P (b))] = max(|a; (b)| 7).
>0
Le résultat découle donc de la continuité des fonctions |a;| (qui sont en nombre
fini).

Etudions maintenant la restriction & Bagec. Rappelons que Bjy;c est un ouvert
de B, d’apreés la remarque Soit b € Byye. Pour tout b € B, on a

1P (B)] = [Pos (b |\
= [IP(ow (r=))] = [P (o (0|
s|rP<pbf<r1/f<”’>>>\—\P(w( VEO)| ] [Py (15O = [Py (=)

Etudions d’abord le second terme de la somme. Rappelons que, d’aprés la
remarque [1.2.15] on a une injection canonique Yr: R — O(Bay). Pour tout
b € B,on a

1P (ow (#1/50)) [ = | P(py (75O = || POy (1)) () | = | P (v (/=) (B)

et cette quantité tend donc vers 0 quand b’ tend vers b, d’apreés le lemme|1.2.16
Etudions maintenant le premier terme de la somme. Il existe un voisinage V'

de b dans B, et une constante M € R tels que
Vi > 0,0 €V, |a;(b)] < M.

Soit @ € Rsg. D’aprés le lemme [1.2.8] la fonction € est continue. Quitte a
restreindre V', on peut donc supposer que

! 1/e(®) _ p1/e(b)) « X
v eV, |r r | < iU
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On a alors
1P (py (/=) | = [P oy (r /=) || < | Y ag () (rt/=0) — p /20Dy
i>0
< dM% < da,

ou d est le nombre de coefficients non nuls de P.
On en déduit que |P(or(-))| est continue en b, puis que o, est continue

sur Bare.

Démontrons maintenant la derniére partie du résultat. L’hypothése de li-

berté entraine que 'on a
{zent(by):Vie[l,n], |Ti(zx)| =r} = {or(bo)}.

Soit U un voisinage de o,(bg). D’aprés 'égalité précédente (cf. [PoilOal,
lemme 2.4.1] pour les détails), il existe un voisinage V de by dans B et

S1,t1, .-, Sn, tn € R>q avec, pour tout ¢ € [1,n], s; < r; < t;, tels que
{zen Y (V):Vie[l,n], s; <|Ti(z)| <t;} CU.

Or, par définition, pour tout b € B et tout i € [1,n], on a |T;(o,(b))| = r;. Par
conséquent, o, }(U) contient V. On en déduit que oy est continue en by. [

Introduisons une définition qui nous permettra de tirer profit du lemme[7.2.4]
Définition 7.2.5. — Soit ¢: [0,1] — B une application continue. Le chemin
correspondant & ¢ est dit pur si ¢(]0, 1[) est entiérement contenu soit dans Uym
soit dans Upyyc.

Une partie U de B = M(A) est dite peu mizte si

i) pour pour b € Uy = OUarc, le Q-espace vectoriel |H(b)*|Q est de codi-

mension infinie dans R~q;
ii) pour tous z,y dans la méme composante connexe par arcs de U, il existe
un chemin reliant « & y qui est concaténation d’un nombre fini de chemins

purs.

Remarque 7.2.6. — Le point ii) de la définition de partie peu mixte est
satisfait dés que OUym = OU,rc est discret.

Exemple 7.2.7. — Si 'anneau de Banach A est I'un de nos exemples ha-
bituels (corps valué, Z ou anneau d’entiers de corps de nombres, corps hy-

bride, anneau de valuation discréte, anneau de Dedekind trivialement valué,

cf. exemples|1.1.16/ 4 [1.1.21)), alors toute partie de M(A) est peu mixte.
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Passons maintenant aux résultats de connexité. Nous allons, dans un premier
temps, montrer que les polycouronnes relatives dont la base est connexe par
arcs sont connexes par arcs. Nous utiliserons ensuite ce résultat pour montrer
que ces polycouronnes sont méme élastiques. Finalement, nous en déduirons
que tout point d’un espace affine analytique admet une base de voisinages
connexes par arcs.

Introduisons une notation pour les polycouronnes relatives.

Notation 7.2.8. — Soit X un espace A-analytique. Considérons ’espace
affine analytique Atﬁl’an, avec coordonnées 11, ..., T, et posons A'g™ := X X 4
AZ’M. Notons m: A'Y™ — X la premiére projection. Pour i € [1,n], on note
encore T; le tiré en arriere de T; sur A'y™ par la seconde projection.

Soit U une partie de X. On pose
AT = = H(U).

Soient s = (s1,...,8,),t = (t1,...,ty) € R™ On pose

Dy(t) :=={z € A" :Vie [1,n],|Ti(z)| < t;} ;
Dy(t) := {x € AG™ : Vi e [1,n],|Ti(x)| <t} ;
Cu(s,t) :={x e A" :Vie [1,n],s < |Ti(z)| <t} ;
Cy(s,t):={x e A™ :Vie [1,n],s <|Ti(z)] < ti}.
Lemme 7.2.9. — Soit (k,|-|) un corps valué ultramétrique complet. Soient
8= (81,---,8n),t = (t1,...,t,) € R". Alors Cp()(8,t) est conneze par arcs.
Démonstration. — Nous allons distinguer trois cas, selon le type du corps k

considéré.

e Supposons que k = C.
Alors, d’apres le lemme |1.2.14] A}"*" est isomorphe & C™. Par conséquent,
C M(k)(s, t) est une polycouronne complexe. Elle est donc connexe par arcs.

e Supposons que k = R.

Alors, d’aprés le lemme [1.2.14] A7"*" est homéomorphe & C"/ Gal(C/R).
Par conséquent, Cpq(x(8,1) est 'image d'une polycouronne complexe par une
application continue. Elle est donc également connexe par arcs.

e Supposons que k est ultramétrique.
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On renvoie a [Ber90, corollary 3.2.3]. Dans cette référence, V. Berkovich
démontre la connexité par arcs du polydisque unité, mais le méme raison-
nement fonctionne pour une polycouronne fermée quelconque. Le cas d’une
polycouronne ouverte s’en déduit en 1’écrivant comme union croissante de po-

lycouronnes fermées. O

Proposition 7.2.10. — Soit U une partie conneze par arcs de B. Supposons
que U est peu mizte. Soient s = (81,...,8p),t = (t1,...,tn) € R"™. Alors
Cu(s,t) est connere par arcs.

En particulier, m=1(U) est conneze par arcs.

Démonstration. — On peut supposer que, pour tout i € [1,n], on a s; < t;
et t; > 0. En effet, si tel n’est pas le cas, Cy(s,t) est vide et le résultat est
immeédiat.

Soient x,y € Cy(s,t). Puisque U est connexe par arcs, il existe un chemin
dans U reliant m(x) a m(y). Puisque U est peu mixte, on peut trouver un tel
chemin ¢ qui s’écrive comme concaténation d’un nombre fini de chemins purs
b, . b,

Soit j € [1,m]. Soit ¢;: [0,1] — U I’application continue correspondant au
chemin ¢;. Posons a; := ¢;(0) et b; := p;(1). Montrons que la fibre 7 (a;)
peut-étre reliée par un chemin a toute fibre au-dessus d’un point de ¢;(]0, 1[).
Distinguons trois cas.

e Supposons que ¢;(]0,1]) C Uum.

Alors aj € Uyy. Soit r = (r1,...,r,) € RY tel que, pour tout ¢ € [1,n],
on ait s; < r; < t;. D’aprés le lemme la restriction de la section o,
a ¢;([0,1[) est continue. Le résultat s’ensuit.

e Supposons que ¢;(]0,1]) C Uarc et que aj € Ugre.

On conclut par le méme raisonnement que dans le cas précédent.

e Supposons que ¢;(]0,1[) C Uare et que aj € Uym.

Alors aj € OUg. Par hypothése, il existe r = (r1,...,7,) € R tel
que, pour tout i € [1,n], on ait s; < r; < t;, et r soit une famille libre
de Rxo/|H(a;)*|Q. D’aprés le lemme la restriction de la section oy
a ¢;([0,1]) est encore continue. Le résultat s’ensuit.

On a montré que la fibre 71'_1(@]-) peut-étre reliée par un chemin & toute
fibre au-dessus d'un point de ¢;(]0,1[). Le méme raisonnement s’applique en

remplacant a; par b; et il en découle que les fibres 71 (a;) et m1(b;) peuvent
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étre relides par un chemin. On en déduit que fibres 77 1(w(x)) et 71 (7 (y))
peuvent étre reliées par un chemin.

Pour démontrer le résultat, il suffit maintenant de démontrer que les fibres
de 7 en les points de U sont connexes par arcs. Or, pour tout b € U, on a un

?;, et le résultat découle donc du lemme [7.2.9

homéomorphisme 7! (b) ~ A%
Démontrons maintenant la derniére partie de I’énoncé. Posons s :=
(—=1,...,—1). On obtient le résultat en écrivant 7—!(U/) comme union crois-

sante de polydisques ouverts Dy (t) = Cy(s,t) et en utilisant la premiére

partie. ]
Nous allons maintenant déduire du résultat précédent la connexité locale
d An,an
e A .
Proposition 7.2.11. — Supposons que B est localement connexe par arcs.

Soit © € A:Zan. Le point x admet une base de voisinages ouverts V telle
que, pour tout V. € V, il existe un ouvert connexe par arcs U de B, s =
($1,.--,8n),t = (t1,...,t,) € R™ et un morphisme fini et plat p: V. —
Cu(s,t).
Démonstration. — Nous allons démontrer 1’énoncé par récurrence sur n. Si
n = 0, le résultat découle directement de la connexité par arcs locale de B.
Soit n > 1 et supposons avoir démontré le résultat pour n — 1. Soit x €
A"/, Notons m,_1: Ay™
coordonnées et posons T,—1 := mp_1(x,). Soit V,_1 une base de voisinages

-1 .. N
— A\ ™ la projection sur les n — 1 premiéres

-1 . . oy . .
ouverts de x,,_1 dans AZ A1 satisfaisant les conditions de 1’énoncé. Notons T

PN 2 a;
la derniére coordonnée de AZ’ n

Soit W un voisinage de x. D’aprés les propositions [I.5.11] et [1.5.12] il existe
VeV,1,s,teRet Pe OAzfl,an(V)[T] tels que Cy (P, s,t) C W. Puisque
V € V,_1, il existe un ouvert connexe par arcs U de B, 8’ = (s1,...,8,-1),t =
(t1,...,tn—1) € R"! et un morphisme fini et plat ¢, 1: V — Cy(s',t).

D’aprés le lemme et la proposition (V) et .t (Cu(s,t))
s’'identifient respectivement aux produits V x AA}ian et Cy(s,t') x AA}L{an. La

proposition assure donc que le morphisme
on: T (V) — 7,1 (Cu(s, 1))

déduit de ¢,—1 par changement de base est fini et plat. Posons s := (s, s) et
t := (t,t). Les propriétés de finitude et de platitude étant locales au but, le
morphisme ¢} : Cy(s,t) = Cy(s,t) induit par ¢, est encore fini et plat.
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D’aprés la proposition W, le morphisme ¢p: 7, (V) — 7,1, (V) induit
par P est fini et plat. Sa restriction ¢»: Cy(P,s,t) — Cy(s,t) l'est donc
également. Ceci montre que le morphisme ¢ := ¢/, 0 ¢/, satisfait les conditions
de I’énoncé. O

En combinant les propositions [7.2.11] et [7.2.10], le corollaire et la pro-
position on obtient le résultat suivant.

Corollaire 7.2.12. — Supposons que B est localement connezxe par arcs et
peu mixte. Alors, l’espace A%’m est localement conneze. O

Nous allons maintenant montrer que 1’ensemble Cy;(s,t) est élastique.
Proposition 7.2.13. — Supposons que Bym est localement connexe par arcs.
Soit U un ouvert conneze de Byy. Soient s = (S1,...,8,),t = (t1,...,tn) €
R"™. Alors, la polycouronne Cy(s,t) est élastique.

Démonstration. — Montrons, par récurrence sur m, que, pour tout ouvert
connexe U de Byp, et tous s = (s1,...,5,),t = (t1,...,t,) € R", la poly-
couronne Cyr(s,t) est élastique.

Pour n = 0, le résultat est vrai car tout ouvert connexe de By, est
connexe par arcs et localement connexe par arcs, donc élastique, d’aprés la
remarque [7.1.3]

Soit n > 1 et supposons que le résultat est vrai pour n — 1. Soit U un
ouvert connexe de Byy. Soient s = (s1,...,8,),t = (t1,...,t,) € R™. Posons
s = (s1,...,8n-1),t := (t1,...,th—1) et U := Cy(s',t'). On peut supposer
que, pour tout i € [1,n], on a s; < t; et t; > 0. D’aprés le lemme il
suffit de montrer que, pour tous s),,t), € R avec s, < s, <t/ < t, et t] >0,
Iespace Dy (s),,th) est élastique.

Soient s,t, € R avec s, < s, <t < t, et t,, > 0. Soit x € Dy(s),t},).

n'*n n’»’n

Notons y sa projection sur U’. Montrons qu’il existe un chemin reliant z & 1,/

dans Dy (s),,th) qui est élastique en x. Cela suffira pour conclure, d’aprés la

remarque [7.1.3}

Fixons une coordonnée T' sur Dy (s),,t)). Elle induit une coordonnée sur

Dy(s),,t)) que l'on note identiquement. Définissons un ordre partiel < sur
Dy(s),,tl,) de la fagon suivante : pour tous z1, 22 € Dy(sh, ), on a 21 < 29 si

VP e H(y)[T], |P(21)] < |P(z2)l-

Puisque Oy, est dense dans H(y), on peut remplacer H(y) par Oy, dans
cette définition. Le point 7,4 est le plus grand point de Dy (s),,t],) pour I'ordre
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partiel <. En outre, I’ensemble

{z € Dy(s, z >}

n’ n)

est homéomorphe & un intervalle fermé dont les extrémités s’envoient sur x
et ny . Identifions-le & un chemin ¢ reliant 7, a x et montrons qu'il est
élastique en z.

Soit U” un voisinage compact de y dans U’. Pour tout € € R, tout voisi-
nage W de y dans U” et tout P € O(W)[T], posons

Lew,p :={z € Dw (s, t,) : |P(2)| = |P(z)| — e}

C’est un voisinage de ¢, dans Dy (s),,t)), compact si W est compact. Remar-

(=N [ Lewe

£>0 W3y PeO(W)|[T]

quons que l'on a

ou W décrit ’ensemble des voisinages compacts de y dans U’.
Alors Dy (s \ £ est
compact et on en déduit qu’il existe un ensemble fini I et, pour chaque i € I,

Soit V un voisinage ouvert de ¢ dans Dy (s!

nJ n) n? n)

un nombre réel €; > 0, un voisinage compact W; de y dans U” et un polynéme
P, € O(W;)[T] tels que

En utilisant la proposition [7.2.17], le corollaire [5.6.5, I’hypothése de récurrence
et la proposition [7.1.5, on montre que (,c; W; contient un voisinage connexe
par arcs Wy de y. On a encore

L= mL5i7WO7Pi cV.
1€l
Montrons que tout point =’ de L peut-étre relié¢ a 7, » par un chemin contenu
dans V. Soit 2’ € L. Notons 3’ sa projection sur U’. L’ensemble

/:_{ZGD (n? n) Z>l‘}

s’identifie & un chemin reliant z" & 7, » et ce chemin est contenu dans L.
Puisque Wy est connexe par arcs, il existe un chemin ¢, dans Wy reliant 3/
a y. Son image oy (£,) est un chemin reliant 7,/ & 1,4 et contenu dans L.

Le résultat s’ensuit. O
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Proposition 7.2.14. — Supposons que Bayc est localement connexe par arcs.
Soit U un ouvert conneze de Bay. Soient s = (s1,...,8n),t = (t1,...,tn) €
R™. Alors, la polycouronne Cy(s,t) est élastique.
Démonstration. — Nous suivrons une stratégie similaire & celle de la preuve
de la proposition Montrons, par récurrence sur n, que, pour tout ou-
vert connexe U de Bay, et tous s = (s1,...,8,),t = (t1,...,t,) € R, la
polycouronne Cy(s,t) est élastique.

Pour n = 0, le résultat est vrai car tout ouvert connexe de B est élastique.

Soit m > 1 et supposons que le résultat est vrai pour n — 1. Soit U un
ouvert connexe de Bap. Soient 8 = (s1,...,8,),t = (t1,...,t,) € R™ On
peut supposer que, pour tout i € [1,n], on a s; < t; et t; > 0. Posons s’ :=
(8153 8p—1),t = (t1,...,th—1) et U := Cy(s',t'). D’apreés le lemme
il suffit de montrer que, pour tous s,,t,, € R avec s, < s, < ), <t et t) >0,

I'espace Dy (s),,t,,) est élastique.

n»'n

Soient s,,,t!, € R avec s, < s}, < t, < t, ett) > 0. Notons 7: Dy (sh,t,) —
U’ le morphisme de projection. Rappelons que, pour tout r € [s],,¢.] N R>o,
nous en avons défini une section continue o, au lemme [7.2.4]

Fixons une coordonnée T sur Dy (s, t)). Soit x € Dy (s, t]). Posons y :=

m(x). L’ensemble
{zen Uy IT(2)| = [T(2)]}
est homéomorphe & un cercle si H(y) = C et & un demi-cercle si H(y) = R.
C’est I'ensemble sous-jacent & un chemin £, reliant z a oy (y)-
Soit U” un voisinage compact de y dans U’. Pour tout ¢ € R~ et tout

voisinage W de y dans U’, posons
Lew = {2 € D (s, t) : |[T(2)| — [T(@)]| < e}.

C’est un voisinage de ¢, dans Dy (s!, 1)), compact si W est compact.

Soit V un voisinage ouvert de ¢, dans Dy (s),,t,). Par le méme raisonne-
ment que dans la preuve de la proposition [7.2.13] on montre qu’il existe un

nombre réel € > 0 et un voisinage connexe par arcs W de y dans U” tels que
L&W cV.

Montrons que tout point ' de Le 1 peut-étre relié & oy, (y) par un chemin
contenu dans V. Soit 2’ € L. Notons 3/’ sa projection sur W. Puisque ’ensemble

{zen () IT(2)| = |T(2)]}
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est contenu dans L.y, il existe un chemin reliant z’ a J‘T(x/)‘(y’ ) contenu
dans Ly . On peut également relier oy (y') & ojpey(y') dans Le w, puis
o17)|(Y') & jr()(y), toujours dans L.y, grace a la continuité de la sec-
tion o7 (z). Ceci termine la démonstration. O

Proposition 7.2.15. — Supposons que B et By sont localement connexes
par arcs et que B est peu mizte. Soit U un ouvert connexe de B. Soient s =
(81, 8n), t = (t1,...,t,) € R™. Alors la polycouronne Cy(s,t) est élastique.
Démonstration. — D’aprés les propositions [7.2.13] et [7.2.14] les polycouronnes
Cu...(8,t) et Cy,. (s, t) sont élastiques. D’aprés le lemme appliqué avec
W = Cyp,,.(s,t) et F = Cp,,(s,t), il suffit de montrer que tout point x de
0Cy,,, (s,t) admet une base de voisinages V, dans Cy (s, t) telle que, pour tout

VeV, ettout y € VNCy,,.(s,t), il existe un chemin dans V reliant y & un
point de Cp,, (s, ).

Soit x € 9Cy,,,(s,t). D’aprés la proposition x admet une base de
voisinages dans Cpr(s,t) formée d’ouverts V' pour lesquels il existe un ouvert
connexe U' de U, s’ = (s},...,s},),t' = (t},...,t,) € RY, avec s, < t pour
tout ¢ € [1,n] et un morphisme fini et plat p: V — Cy/(s',t'). D’apreés le
corollaire [5.6.5] ¢ est ouvert.

Montrons qu’un tel V satisfait la propriété requise. D’aprés la proposi-
tion Cy(8',t') est connexe par arcs donc, d’apres la proposition
chaque composante connexe par arcs de V se surjecte sur Cyr(s',¢). En par-

ticulier, tout point de V peut-étre relié & un point de V. ]

Théoréme 7.2.16. — Supposons que B et Byn sont localement comnexes
par arcs et que B est peu mixte. Alors, l'espace analytique AZ’an est localement
connexe par arcs.

Démonstration. — Soient x € AZ’an et W un voisinage de z dans AZ’an.
D’aprés la proposition il existe un voisinage V' de x dans W pour lesquel
il existe un ouvert connexe U de B, 8 = (81,...,8n),t = (t1,...,tn) € RYg
avec s; < t; pour tout ¢ € [1,n] et un morphisme fini et plat p: V- — Cy (s, t).
D’aprés le corollaire ¢ est ouvert. Il suit des propositions et

que la composante connexe V, de V' contenant x est ouverte et se surjecte sur

Cu(s,t) par . D’aprés les propositions [7.2.15| et V. est connexe par

arcs. Le résultat s’ensuit. O
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Nous généralisons finalement le résultat de connexité par arcs locale a des
espaces analytiques quelconques.
Théoréme 7.2.17. — Supposons que B et Byn sont localement connexes
par arcs et que B est peu mixzte. Alors tout espace A-analytique est localement
connexe par arcs.
Démonstration. — Soit X un espace A-analytique et soit x € X. La proposi-
tion [6.1.8] assure qu’il existe un voisinage ouvert V' de x dans X et des fermés
analytiques V1,...,Vy de V contenant x et intégres en z tels que V = J7_, V.
I1 suffit de montrer que, pour tout i € [[1, s], x admet une base de voisinages
connexes par arcs chacun des V;. Il suffit donc de traiter le cas d’un espace
intégre en z. Par conséquent, on supposera désormais que X est intégre en x.

Soit U un voisinage ouvert de « dans X. On peut supposer qu’il est séparé. Le
théoréme [6.3.2] assure que, quitte a rétrécir U, on peut supposer qu'’il existe un
morphisme fini ouvert ¢: U — V, ou V est un ouvert de A’;*" ou de AZ’?; pour
un certain b € B. D’aprés le théoréeme Aj’an et AZ’?; sont localement
connexes par arcs. Quitte a rétrécir V (et U en conséquence), on peut donc
supposer que V est connexes par arcs et localement connexe par arcs. La
remarque assure que V est également élastique.

D’aprés les propositions et , U posséde un nombre fini de com-
posantes connexes et celles-ci sont connexes par arcs. On en déduit le résultat

souhaité. O

7.3. Dimension topologique

Dans cette section, nous calculons la dimension topologique des espaces
affines et des disques sur des bases convenables.

Rappelons tout d’abord la définition de dimension de recouvrement. On
rappelle qu’un espace topologique T est dit normal si deux fermés disjoints
de T sont toujours contenus dans deux ouverts disjoints. Par exemple, un
espace paracompact (séparé) est normal.

Un espace A-analytique peut ne pas étre normal (ni méme séparé). En re-
vanche, d’aprés la remarque il est toujours localement compact (séparé),
donc localement normal.

Définition 7.3.1 (|[Eng95, definitions 1.6.6, 1.6.7])

Soient T un espace topologique normal non vide.
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i) Soit U un ensemble non vide de parties de T'. On appelle ordre de U la
borne supérieure de I’ensemble des entiers n tel qu’il existe n+ 1 éléments
distincts de U d’intersection non vide.

ii) On appelle dimension de recouvrement de T la borne supérieure de 1’en-
semble des entiers n tel que tout recouvrement fini ouvert de 7" admette
un raffinement fini d’ordre inférieur on égal & n. On la note dim,(X) €
N U {oc}.

Dans la suite du texte, la dimension d’un espace sera toujours a prendre au

sens de la dimension de recouvrement, méme si nous omettrons parfois cette
précision.
Remarque 7.3.2. — La notion de dimension se comporte bien dans le cas des
espaces métrisables et séparables (au sens ou ils possédent un sous-ensemble
dénombrable dense). Les espaces que nous considérons ne jouissent malheu-
reusement pas tous de ces propriétés. Par exemple, la droite analytique sur le
corps C muni de la valuation triviale n’est ni métrisable, ni séparable. Nous
devrons donc manipuler la notion de dimension avec précaution.

Signalons cependant que, si A posséde un sous-ensemble dénombrable dense
(par exemple, si A est Z ou un anneau d’entiers de corps de nombres), alors
tout espace affine analytique sur A est métrisable et séparable (cf. [Poil0Oal,
théoréeme 3.5.1] et sa preuve).

Ajoutons finalement que, méme lorsqu’ils ne sont pas métrisables, les es-
paces de Berkovich sur un corps valué ultramétrique sont toujours angéliques
(cf. |[Poil3b]). Ils se comportent donc comme des espaces métriques a bien
des égards. Par exemple, les caractérisations séquentielles usuelles de la ferme-
ture ou de la compacité sont valables. Nous ignorons si ce résultat d’angélicité
persiste pour tous les espaces analytiques globaux.

Rappelons quelques propriétés de la notion de dimension de recouvrement
sur les espaces topologiques normaux.

Théoreme 7.3.3 (|JEng95| theorem 3.1.3]). — Soient T' un espace topolo-

gique normal et F' une partie fermée de T. Alors, on a
dim, (F') < dim, (7).

O
Théoreme 7.3.4 (|JEng95| theorem 3.1.8]). — Soient T un espace topolo-

gique normal et (F;);cr une famille dénombrable de parties fermées de T telle
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que T = ;1 Fi. Alors, on a

dim, (7)) < sup(dim,(F})).
el

O
Théoreme 7.3.5 (|[Eng95| theorem 3.2.13]). — Soient T et S des espaces
topologiques compacts non vides. Alors, on a

dim, (7" x S) < dim,(T") + dim,(5).
O

Rappelons le résultat suivant pour les espaces analytiques sur un corps valué
complet.
Théoréeme 7.3.6. — Soit (k,|-|) un corps valué complet. Soient n € N et

r € RY,. Alors, on a

dimr(AZ’an) = dim, (D (7)) = dim,(Dg(r))
_ {Qn si (
n si (

En outre, chacun des espaces A}, Dy (r) et Dy(r) contient un pavé compact

k,|-|) est archimédien ;
k-]

,|+|) est ultramétrique.

de méme dimension.

Démonstration. — Si (k,|-|) est archimédien, alors, d’aprés le théoréme [1.2.6]
et le lemmel[1.2.14] A}*™" est homéomorphe & C" ou C"/ Gal(C/R.). Le résultat
s’en déduit.

Supposons que (k, |-|) est ultramétrique. D’aprés [Ber90l corollary 3.2.8|,
on a dim;(A;"*") = n.

D’aprés le théoréme on a donc dim.(Dy(r)) < n. Notons r =
(r1,...,m). Pour tout (t1,...,t,) € Rso, notons n, ;. l'unique point du
bord de Shilov du disque Dy(t1,...,t,). Pour tout i € [1,n], soient s; € ]0, r;].
L’application

n
p: H[si,ri] — Dg(ri,...,7m)
i=1
(t17"'atn) — Mir,...otn
réalise un homéomorphisme du pavé compact [[[s;,r;] sur un fermé

de Dy(r1,...,7,). D’aprés le théoréme on a donc

dim, (D (7)) > dim, (ﬁ[si, rz]) =n.

=1
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Le résultat s’ensuit.
Puisque le polydisque ouvert Dy (r) contient un polydisque fermé et peut
s’écrire comme union dénombrable de polydisques fermés, le résultat précédent,

joint aux théorémes et [7.3.4] entraine que dim,(Dg (7)) = n. O

En nous basant sur ce résultat, nous allons pouvoir calculer la dimension de
recouvrement d’espaces affines sur des bases plus générales. Nous utiliserons les
notions de partie linéaire et de partie d’Ostrowski introduites précédemment
(cf. définitions|1.1.23| et [1.1.25)).

Théoréme 7.3.7. — Soit V une partie linéaire ou d’Ostrowski de B. Soient

n,an

n € N et r € RY,. Notons r: AA’
dimr(ﬂfl(V)) = dim,(Dy (r)) = dim,(Dy (7))

_J2n+1 st VN BY £
Cln+1 stV C BY™,

— B la projection canonique. Alors, on a

En outre, chacun des espaces 7~ *(V), Dy (r) et Dy (r) contient un pavé com-
pact de méme dimension.

Démonstration. — Remarquons qu’il suffit de démontrer le résultat pour les
polydisques fermés. Ceci découle des théorémes et puisque les es-
paces affines et les polydisques ouverts contiennent et sont union dénombrables
de tels disques.

Posons

n si V. c B,

e Supposons que V est linéaire.

g {271 siVNB¥ £,

Par définition, il existe une partie V9 de V, un point b de V et un intervalle
I C Iy non réduit & un point satisfaisant les propriétés suivantes :
i) V2 est contenue dans le bord de V et V9 < 2;

ii) Papplication

I — V\V?
g€ b®
est un homéomorphisme.
Supposons que I est un segment et que VO = . Alors, d’aprés le
lemme I'application
O: 7 Hb)x T 7 1(V)

1 —
(z,¢€) — xt
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est un homéomorphisme.

Soit s = (s1,...,5,) € R%;. On a alors
O(Dy(s) x I) = | | Dpe(s5, ..., 55)-
eel

On peut choisir s de facon que ®(Dy(s) x I) C Dy (7). D’aprés le théo-
réme Dy(s) contient un pavé compact de dimension d, donc Dy(s) x T
contient un pavé compact de dimension d + 1. D’aprés le théoréme [7.3.3] on
en déduit que dim,(Dy (r)) > d + 1.

On peut choisir également choisir s de fagcon que Dy (r) C ®(Dy(s) x I).
D’aprés les théorémes [7.3.6} [7.3.5] et [7.3.3 on a alors dim,(Dy (r)) < d+ 1. Le

résultat s’ensuit.

Traitons maintenant le cas général. Posons F := | ] o0 De(r). D’apres le
théoréme F est soit vide, soit de dimension d.

Ecrivons l'intervalle I comme une réunion dénombrable UneN I, oules I,
sont des segments non réduits & un point. Pour tout n € N, posons V,, := {b° :
e € I,}, Dy, := FUDy, (7). D’aprés le cas précédent, D, est de dimension d+1
et contient un pavé de dimension d + 1. On en déduit que Dy (r) contient un
pavé de dimension d+1 et que dim,(Dy (7)) > d+1, d’aprés le théoréme

Pour n € N, posons E;l := FUD,. On a dimr(ﬁ;) = d + 1. Puisque,
pour tout n € N, E; est fermé dans Dy (r) et que Dy (r) = U,en ﬁ;, le
théoréme assure que dim,(Dy (7)) < d + 1. Le résultat s’ensuit.

e Supposons que V est d’Ostrowski.
Par hypothése, il existe un point ag de V, un ensemble dénombrable non
vide ¥ et une famille (V;),ex de parties disjointes de V' \ {ao} satisfaisant les

propriétés suivantes :

i) V= Uan Vo U {GO} )
ii) pour tout o € X, V, et V,, U {ap} sont des parties linéaires de M(A);
iii) 'ensemble des parties de la forme

Uwu U v,
oex! cET\X

ou Y est un sous-ensemble fini de ¥ et, pour tout o € ¥/, V! est un

voisinage de ag dans V, U {ag}, est une base de voisinages de ay dans V.
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Soit ¢ € X. Si V N B*° # (), on peut supposer que V, N B¢ £ (). La
premiére partie de la preuve assure que ﬁvg (r) contient un pavé compact de
dimension d + 1. Il en va donc de méme pour Dy (). En particulier, d’aprés
le théoréme on a dim,(Dy (7)) > d + 1.

Démontrons I'inégalité réciproque. Nous supposerons que Y est infini et
I'identifierons & N. Le cas fini se traite de facon similaire.

Pour tout n € N, V,, est linéaire, donc il existe une partie Vna de V, un
point b, de V et un intervalle I,, C I, non réduit & un point satisfaisant les
propriétés suivantes :

i) V2 est contenue dans le bord de Vj, et V.2 < 2;

ii) lapplication
pn: I, — Vp\ V2
€ — bs,
est un homéomorphisme.
Ecrivons I,, comme une réunion dénombrable UmeN I m, ot les I, ;, sont des
segments non réduits & un point.

Pour tout n € N, posons

n

W o= {ao} U || (pm(Tmn) U VD).

m=0
C’est une partie fermée de V qui est union disjointe finie de points et de
parties linéaires. D’apreés le théoréme et la premiére partie de la preuve,
on a dim; (D, (r)) < d+1. Or on a Dy (r) = U, en Dw, (), donc, d’aprés le
théoréme dim; (Dy (7)) < d + 1. Ceci conclut la preuve. O






CHAPITRE 8

ESPACES DE STEIN

Le but de ce chapitre est d’initier la théorie des espaces de Stein sur un
anneau de Banach en dimension supérieure (le cas de la dimension 1 ayant
déja fait 'objet de [PoilOal, chapitre 6]). Plus précisément, nous exhibons une
famille d’espaces satisfaisant les conclusions des théorémes A et B de Cartan : la
famille des polydisques fermés (et de leurs fermés analytiques). Rappelons que
le théoréme A stipule que tout faisceau cohérent est engendré par ses sections
globales et le théoréme B que la cohomologie de tout faisceau cohérent est nulle
en degré strictement positif.

Dans la section [8.1], nous définissons les notions de systémes de Cousin et
de Runge (c¢f. définitions et . Deux compacts étant donnés, il s’agit
d’imposer des conditions reliant les fonctions sur 'intersection & des fonctions
sur chacun des compacts. Dans ce cadre, nous démontrons que si un faisceau
est globalement engendré sur chacun des compacts, il ’est encore sur leur
réunion (cf. Corollaire. Nous introduisons ensuite la notion, assez lourde,
d’arbre de Cousin-Runge (cf. définition . Il s’agit d’un outil technique
permettant de construire des systémes de Cousin-Runge dans un disque relatif
a partir de systémes de Cousin-Runge sur la base. Il nous permettra d’effectuer
des raisonnements par récurrence sur la dimension.

Dans la section[8.2] nous démontrons les théorémes A et B sur les polydisques

fermés relatifs (cf. corollaires|8.2.15|et [8.2.16)). Pour ce faire, nous nous plagons
sur une base que nous appelons de Stein (cf. définition [8.2.8]). Les spectres de
nos anneaux de Banach habituels (corps valués, anneaux d’entiers de corps de
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nombres, corps hybrides, anneaux de valuation discréte, anneaux de Dedekind
trivialement valués) en sont des exemples.

Dans la section [8.3] nous définissons les espaces affinoides surconvergents
(cf. définition , par analogie avec la géométrie analytique rigide. De nom-
breuses propriétés restent valable dans notre cadre. Les exemples classiques, do-
maines de Weierstrafs, domaines de Laurent et domaines rationnels s’adaptent
sans peine (cf. définition et proposition . Nous démontrons égale-

ment des analogues du théoréme d’acyclicité de Tate et du théoréme de Kiehl
(cf. théorémes et . Il s’agit de conséquences assez directes de nos
théorémes A et B sur des polydisques qu’il nous semble utile d’énoncer expli-
citement pour renforcer le paralléle avec la théorie ultramétrique classique.

Dans la courte section nous utilisons les théorémes A et B pour raffiner
quelques résultats antérieurs, en particulier celui ayant trait & la fermeture des
idéaux (cf. corollaire [8.4.8).

Dans la section nous démontrons que les polydisques ouverts relatifs,
et certains espaces de nature similaire, satisfont le théoréme B (cf. corol-
laire . Nous suivons une stratégie classique : exhaustion par des po-
lydisques fermés relatifs et passage a la limite. Le résultat de fermeture des
idéaux de la section précédente y joue un role essentiel.

Dans la section finale [8.6] nous appliquons le résultat d’annulation cohomo-
logique sur les polydisques fermés a 1’étude des séries arithmétiques conver-
gentes, c’est-a-dire de séries a coefficients entiers qui convergent sur un poly-
disque complexe. Dans [Har84], D. Harbater a démontré que certains anneaux
naturels de séries arithmétiques convergentes en une variable sont noethériens.

Nous étendons son résultat a des séries en un nombre quelconque de variables

(¢f. corollaire |8.6.12)).

Soit (A, ]|-]]) un anneau de base géométrique. On pose B := M(A). Pré-
cisons que I’hypothése sur 'anneau ne sera peu utilisée. Toute la section [8.1
reste, par exemple, valable pour un anneau de Banach arbitraire. Dans les
sections [8.2] et I’hypothése interviendra lorsque nous aurons besoin de la
cohérence du faisceau structural, et uniquement pour cette raison. Dans les sec-
tions et en revanche, elle jouera un roéle important lorsqu’interviendra
la fermeture des idéaux du faisceau structural, et il faudra méme la compléter
par une hypothése supplémentaire (cf. définition . Nous avons choisi de
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supposer dés le début que I'anneau de Banach (A, |-]|) est anneau de base
géométrique afin de ne pas alourdir la rédaction.

Dans ce chapitre, nous travaillerons souvent avec des parties compactes d’es-
paces A-analytiques. Elles seront munies du faisceau structural surconvergent
(cf. notation [1.4.2)), sans que nous le précisions désormais.

8.1. Systémes de Cousin-Runge

8.1.1. Généralités. — Soit X un espace A-analytique.

Soient K~ et KT deux parties compactes de X. Posons L := K~ N KT
et M := K~ UKT. Dans cette section, nous introduisons différentes notions
permettant de relier les sections globales d’un faisceau cohérent sur K~ et K+
a celles sur M. Elles sont inspirées de celles introduites dans [Poil0al, §6.2.1],
tout en étant parfois différentes, de fagon & prendre en compte le cadre plus
général étudié ici.

Sous nos conventions, les anneaux O(K ), O(K ™) et O(L) sont des anneaux
de sections surconvergentes (cf. notation . En général, ce ne sont pas des
anneaux de Banach, mais on peut chercher a les écrire comme limites de suites
de tels anneaux. On peut par exemple écrire les sections sur un disque & 'aide
des complétés des sections sur des disques de rayons strictement plus grands,
dans lesprit de la proposition [I.4.8] La notion de systéme de Banach vient
formaliser cette idée, en imposant de plus une condition de compatibilité entre
les suites.

Nous travaillerons ici, sans plus le préciser, avec la catégorie des anneaux de
Banach dont les objets sont les anneaux de Banach et les morphismes sont les
morphismes bornés.

Définition 8.1.1. — Un systeme de Banach associé a (K~, KT) dans X est
la donnée de systémes inductifs d’anneaux de Banach

B = (B, |- ) meN, (P g )mrzm en),
BT = (B, 1) meN; (@ ) mr=m en),

C

((CWM H : ”m)mENa ((pm’,m)m’Zm EN)

et de morphismes

(Y)men: B~ = C, (¥ )men: BT = C
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et
(Pm)men: B~ = O(K7), (pr)men: BT = O(K™), (pm)men: C = O(L)

tels que le morphisme
cngleilrél Cr — O(L)
induit par les p,, soit un isomorphisme d’anneaux.
On dit que le systéme de Banach est fort si, de plus, pour tout voisinage
compact V de L, il existe my € N satisfaisant la propriété suivante : pour
tout m > my, il existe C,, € R tel que, pour tout f € O(V), il existe g € Cy,

vérifiant

{f = pm(g) dans O(L) ;
1gllm < Con I fllv-

Dans la suite, nous nous permettrons d’utiliser implicitement les morphismes
Yok pr o pm, sans que cela ne soit source de confusions. Nous sous-
entendrons également souvent ’espace X ambiant.

Remarque 8.1.2. — La définition de systéme de Banach reprend [Poil0al,
deéfinition 6.2.1]. La définition de systéme de Banach fort est nouvelle.

Introduisons la notion de systéme de Cousin. L’idée sous-jacente consiste

& écrire une section sur lintersection L comme somme de sections sur les
parties K~ et KT, avec un contrdle sur les normes.
Définition 8.1.8. — Un systéme de Cousin associé a (K—, KT) est un sys-
téme de Banach associé a (K, K™) pour lequel il existe D € R satisfaisant la
propriété suivante : pour tous m € N et f € Cp,, il existe f~ € B, et f* € B},
tels que

i) f=f"+f"dans Cp;

i) £ < Dl
i) /51 < D1l
Remarque 8.1.4. — La définition de systéme de Cousin reprend [Poil0Oal,
définition 6.2.2].
Donnons quelques exemples simples pour illustrer la définition.

Ezxzemple 8.1.5. — Considérons le cas ot A =7Z et X = M(Z). Reprenons
les notations de I’exemple

Soit ¢ un nombre premier et soit @ € Rsg. Posons K~ := [ag‘,a;m] et
Kt = M(Z)\]ag,a;*]. Ona K- NK* = {af} et K~ UKT = M(Z). Cette

situation est représentée a la figure
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FIGURE 10. Un systéme de Cousin de M(Z).

Pour tout m € N, posons

(Bs |- lm) == (B(E ™), |- lx-) = (Zqg, |- 17) 5
B I-115) == (BED), |- x+) = (Z[5] max(|-3,]]o0)) 5
(Crns |- [lm) == (H(ag), [ lag) = (Qq: |-13)-
Soit f € H(ay) = Qq. Supposons que f # 0 et écrivons-le sous la forme
=24, 0iq" avec ig € Z, a;, # 0 et, pour tout i > ig, a; € [0,q — 1].
Si ig > 0, on pose
f~=fet ftr:=o0.
On aalors f = f~+ f*, [|f7[lx- =[£I et [|fl|x+ = 0.
Siip < 0, on a |[f|g > 1 et on pose

= Zaiqi et f = Z aiq.
>0 19<2<0

Onaalors f = f~+ f*, [If - < Let [flxr < Yicola— D~ = 1.
On a donc bien défini un systéme de Cousin associé a (K, K).

Ezxzemple 8.1.6. — Considérons le cas ot A =7Z et X = M(Z). Reprenons
les notations de I’exemple
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Soit B € ]0,1[. Posons K~ := [a%, ase] et KT := M(Z) \ Ja%, ass]. On a
K- NKt={dl}et K-UK" = M(Z).
Pour tout m € N, posons

(Boas [1-ll7) 1= (BE ), |- i) = Ry max(]-[5o, | |oo)) ;
(B [1-15) == BEL), |- i) = (Z,]-1%) 5

Cons |- llm) = (H(aZ), | 1,2) = (R, ] 15)-
Soit f € H(a2) =R.
Si |fleo < 1, on pose
f~i=fet ft:=o0.

On aalors f = =+ f*, | f~llx- = Iflo et [|fl|x+ = 0.
Si|fleo > 1, il existe n € Z tel que |n|oo < |floo €t |f — n]oo < 1 et on pose

fTi=f—-net ft:=n.

Onaalors f = [~ + [ |f~[lx- < Let [|fllx+ = nle < |]oe.

On a donc bien défini un systéme de Cousin associé a (K, K).

Les exemples précédents se généralisent.

Exemple 8.1.7. — Soit A I'un de nos anneaux de Banach usuels : corps
valué, anneau d’entiers de corps de nombres, corps hybride, anneau de valuation
discréte, anneau de Dedekind trivialement valué (cf. exemples a.
Posons X := M(A).

Soit a un point de M(.A) non associé a la valuation triviale sur A. Dans ce
cas, il existe deux compacts K~ et KT de M(A) tels que K~ N Kt = {a}
et KTUKT = M(A). (St M(A)\ {a} posséde deux composantes connexes,
ce qui est le cas général, K~ et K+ sont les adhérences de ces composantes
connexes. )

On obtient alors un systéme de Cousin fort associé¢ a (K, K') en po-
sant, pour tout m € N, (B ll-I) i= (BUK )|l ) (Bimll-Ilf) =
(B(K), || llg+) et (Cm,|I-lm) == (H(a),| ]a). Le seul cas qui n’est pas
immédiat est celui des anneaux d’entiers de corps de nombres. On peut le
déduire du théoréme des unités de Dirichlet (cf. [PoilOal, lemme 6.3.2]).

Introduisons la notion de systéme de Runge. L’idée sous-jacente consiste
& écrire les sections sur l'intersection & partir de sections globales, et plus

précisément d’approcher une section sur l'intersection L par une section sur une
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partie (K~ ou K1), aprés multiplication éventuelle par une section inversible
sur 'autre (K ou K7).

Définition 8.1.8. — Un systéme de Runge associé a (K, K™) est un sys-
téme de Banach associé a (K, KT) tel que, pour tous m € N, ¢ > 0, p € N*,
S1,-..,8p € Cp, les propriétés suivantes soient vérifiées : pour tout o € {—, +},
il existe f € By, inversible et s,...,s, € B, tels que

D) Timyns s oo [ llme 1F7H lmr = 15
ii) pour tout i € [1,p], on ait

I1fsi = sillm < €llflIm-

Remarque 8.1.9. — Dans le cadre de la définition précédente, pour m assez
grand (dépendant de f), on a

155 = sillm 1f " lm <e.

Nous utiliserons souvent des combinaisons des définitions précédentes dont
le sens est clair : systéme de Cousin fort, systéme de Cousin-Runge, systéme
de Cousin-Runge fort, etc.

Remarque 8.1.10. — Dans [Poil0al figure uniquement la définition de sys-
téme de Cousin-Runge (c¢f. [Poil0al définition 6.2.8|). Elle est proche de celle
que nous proposons ici, mais plus compliquée.

Reprenons les exemples de systémes de Banach vus plus haut.

Exemple 8.1.11. — Reprenons l'exemple Soit ¢ € Rsg et soient
81,---,5p € H(ag) = Qq.

Considérons le cas 0 = —. Puisque Z[1/q| est dense dans Qg il existe
81,58, € Z[1/q] tel que, pour tout ¢ € [1,p], on ait |s; — sj| < . Le ré-
sultat vaut donc avec f = 1.

Considérons le cas o = +. Il existe N € N tel que, pour tout ¢ € [1, p], on ait
q"s; € Z,. Le résultat vaut donc avec f = ¢’V (qui est inversible dans Z[1/q])
et, pour tout i € [1,p], s = ¢"si.

On en déduit que le systéme de ’exemple est de Runge.

Exemple 8.1.12. — Reprenons 'exemple Soit ¢ € Rs( et soient
S1y.-.,8p € H(al) = R.
Considérons le cas ¢ = +. Les anneaux sous-jacents a H(a'go) et B(K™)

coincident et le résultat vaut donc avec f =1 et, pour tout ¢ € [1,p], s, = s;.
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Considérons le cas 0 = —. Il existe M € N> tel que € > 1/M5. Pour tout
i € [1,p], il existe s, € Z tel que |Ms; — s}|oo < 1. Le résultat vaut alors avec
f = M (qui est inversible dans R)).

On en déduit que le systéme de I'exemple est de Runge.

Exemple 8.1.13. — Les systémes de Cousin de ’exemple [8.1.7] sont des sys-
témes de Cousin-Runge forts. Comme précédemment, le seul cas difficile est
celui des anneaux d’entiers de corps de nombres. On peut le déduire du théo-
réme d’approximation fort (¢f. [PoilOal lemme 6.3.3]).

Rappelons la notation pour les disques relatifs.

Lemme 8.1.14. — Soient r1,...,7, € R>p. Soient K~ et Kt des par-
ties compactes de X. S’il existe un systéme de Banach (resp. de Banach fort,
resp. de Cousin, resp. de Runge) associé a (K—,K™), alors il existe un sys-
téeme de Banach (resp. de Banach fort, de Cousin, resp. de Runge) associé a
(Dg—-(r1, .. srn), D+ (r1,.. ., ) dans AY™.

Démonstration. — Une récurrence immédiate montre qu’il suffit de traiter le
cas n = 1. Posons r = 1.

Supposons tout d’abord qu’il existe un systéme de Banach {2 associé au
couple (K, K*). Soit (R,)nen une suite décroissante d’éléments de |r, +00]
de limite r. Pour n € N, posons B, = B, (|T| < R,.), Bf = B {(|T| < R,),
Cn = Co(|IT| < R,). Avec les morphismes évidents, on obtient un systéme de
Banach Q associé au couple (Dg—(r), D+ (r)). En effet, les autres propriétés
étant immédiates, il suffit de vérifier que le morphisme

crglellgn Cr — O(Dr(r))

est un isomorphisme, ce qui découle de la proposition [1.4.8]

Supposons, maintenant, que €2 est un systéme de Banach fort. Soit V un
voisinage compact de Dy (r) dans A;’-an. On peut supposer qu'’il est de la forme
Dy (s), ot W est un voisinage compact de L et s un nombre réel strictement
supérieur a r. Soit my un entier vérifiant les propriétés de la définition de
systéme de Banach fort pour le voisinage compact W de L. Soit my > myy tel
que Ry, < s. Soient m > my et f € O(Dw/(s)). D’aprés la proposition m

on peut écrire f sous la forme

f=3 a,T" € OW)[T],

n>0
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ol la série >, < |lan|lw s™ converge. Pour tout n € N, il existe b, € Cp, tel
que -
{an = by, dans O(L) ;
[bnl[m < Cin llan[w-

Considérons la série
g=> bnT" € Cn[T].
n>0
Elle appartient & Cp,(|T| < s), donc & Cp(|T| < R,,), et son image dans
O(Dy(r)) coincide avec celle de f. D’aprés la proposition on a

lglle,.(Ti<rm) = X 1bnllm R,
n>0

< Co Y |ballw Bi,
n>0

<c, >

< ms_Rm”ﬂﬁw@'

Ceci montre que € est un systéme de Banach fort.

Supposons, maintenant, que 2 est un systéme de Cousin. Par hypotheése,
il existe D € R tel que, pour tous m € N et a € Cp,, il existe a~ € B, et
a® € B} tels que
a=a" +at dans C,, ;
la™ 7 < Dllallm ;
la~ %, < D llallm.
Soient m € N et f € C, = Con(|T| < Ry,). On peut l'écrire sous la forme
f= Z ap T".
n>0
Les séries
= Za;T" et fT:= Za:{T"
n>0 n>0
définissent alors respectivement des éléments de B, et B tels que
f=f"+f"dansCp ;
1f N < DI fllm
1f~ s < D[ fllm-

Ceci montre que 2 est un systéme de Cousin.
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Supposons, finalement, que §2 est un systéme de Runge. Soient m € N, ¢ > 0
et 0 € {—,+}. Soient p € N* et s1,...,8p € Cpy.
Pour tout i € [[1, p], il existe
d;
si=>_aj,T" € Cp[T)
n=0
tel que ||s; — si||m < €/2. On peut supposer que les d; sont tous égaux. Notons d
leur valeur commune. Posons C' = ZZ:O R . D’apres la propriété de Runge
pour Cp,, il existe f € BY, inversible et, pour tout (i,n) € [1,p] x [0,d],
ai, € B.7 tels que
1) mynr oo ||l 1=l = 15
ii) pour tout (i,n) € [1,p] x [0,d], on ait

£ i = ainllm < £/Q2C) [ flIm.
Pour tout ¢ € [1, p], posons

d;
sl = Z ai, T" € Cp[T].
n=0
On a alors
Ifsi = sille,, < If(si = si)le,, + 1fsi = sille,, < ellflle,,-
De plus, pour tout m’ > m et tout élément g de Cy,, on a [lgllz , = [lg]lm/-

On en déduit que
li o 1 =1.
A lflle,, 17 e,
Ceci montre que €2 est un systéme de Runge. O

Rappelons que, dans le cadre des systémes de Cousin, on dispose de ’ana-
logue du lemme de Cartan.
Théoréme 8.1.15 (|[Poil0al théoréme 6.2.7]). — Soit Q = (B,,, B\, Cn)meN
un systéme de Cousin. Alors, il existe € > 0 tel que, pour tous m € N, g € N*
et A € My(Cy) vérifiant ||[A — I|lm < e, il existe C~ € GL4(B;,) et
CT € GLy(BY,) telles que

A=C~C" dans GLy(Cr) ;
1C™ = 1|5, < 4D |A = I|lm ;
IC* =1, < 4D |A = I||m,

ou D est la constante apparaissant dans la définition de systéme de Cousin. [
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Nous souhaitons maintenant démontrer que, pour un faisceau cohérent sur
M = K~ UKT, la propriété d’étre globalement engendré passe de K~ et K+
a M. Le lemme qui suit est une version légérement modifiee de [PoilOal
lemme 6.2.9], dont la preuve reste essentiellement inchangée.

Lemme 8.1.16. — Soit Q = (B,,, B}, Cn)men un systéeme de Cousin associé
a (K=, KT). Soient F un faisceau de Opr-modules, p,q € N*, T~ € F(K™)P,
Tt e F(KT)1, U e M, (0(Cp)) et Ve My,(O(Cp,)) tels que qu’on ait

T-=UTT dans F(L)P ;

Tt =V T~ dans F(L)1.
Soit € > 0 satisfaisant la conclusion du théoréeme|8.1.15. Supposons qu’il existe
m €N et U € M, ,(B}) tels que

1T = Ul [Vl <.

Alors, il existe S~ € F(M)P et A~ € GL,(O(K ™)) tels que

ST =A"T" dans F(K~)P.
Démonstration. — Posons A = I + (U — U)V € My(Cy,). Nous avons alors
AT= =UT* dans F(L)P.

Nous avons également ||A — I||,, < &, donc, par hypothése, il existe C~ €
GLy(B;,) et CT € GLy(By) telles que A = CT C~ dans GLy(Cy,). On a alors
C T =(CHTAT =(CH'UT.

On peut donc définir un élément S~ de F(M)P par
ST=C"T" sur K~ ;
S=—=(CHUTY sur K.
Il vérifie la propriété requise avec la matrice A~ qui est 'image de C~ dans

GL,(O(K™)). O

Nous en déduisons un analogue de [Poil0Oal, théoréme 6.2.10].
Théoréme 8.1.17. — Soit Q = (B,,, B}, Cin)men un systeme de Cousin-
Runge associé a (K, KT). Soit F un faisceau de Opr-modules. Supposons qu’il
existe deux entiers p et q, une famille (t,...,t,) d’éléments de F(K~) et une
Jamille (t7,...,t]) d’éléments de F(K*) dont les restrictions a L engendrent
le méme sous-O(L)-module de F(L). Alors, il existe sy ,...,s,, sty .. ,8;_ €
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F(M), A= € GL,(O(K™)) et At € GLy(O(K™)) tels que

ty
: dans F(K™)P

% tp

et

st tf

: =AT| ¢ dans F(KT)%.

+ +

Sq tq

En outre, on peut choisir 31_,...,sp,sf,...,sq+ de fagon que, pour tout

compact K° contenu dans K~ (resp. KT) tel que (t{,..., t, )|xo engendre
le O(K®)-module F(K) (resp. (tf,...,t5) ko engendre le O(K°)-module
F(K®)), la famille (s7,...,s,,s7,...,55) ko engendre encore le O(K°)-
module F(KO).
Démonstration. — Posons

ty t

T = : et TT = :

ty tq
Par hypothése, il existe m € N, U = (uq;) € Mpq(Cr) et V = (vp;) €
My »(Cry) tels que I'on ait

T- =UT" dans F(L)?
Tt =V T~ dans F(L)1.

Considérons un nombre réel € > 0 satisfaisant la conclusion du théoréme[8.1.15]
D’aprés la remarque 9} il existe un entier m’ > m, un élément inversible f
de B, , et des éléments q; de Bm,, pour (a,i) € [1,p] x [1,q], tels que, pour
tous (a,i) € [1,p] x [1,4] et (b,5) € [1,¢] x [1,p], on ait

m/ ”fil”m’ Hvb,j’

”fuaﬂ' - ﬂa,iHm’ Hfilvb,me’ < Hfua,i — Uq, m < E.

On a alors
fT— = (fU)T* dans F(L)?
T = (f~'V)(fT™) dans F(L)?

et, en posant U = (Uq;) € Mpq(B)),

IO~ fUllIFV] <e.
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On se trouve donc sous les hypothéses du lemme [8.1.16] On en déduit qu’il
existe ST € F(M)? et A~ € GL,(O(K ™)) tels que

ST =A" fT™ dans F(K )P

Le premier résultat s’en déduit en utilisant le fait que f est inversible sur K.
Le résultat pour Kt se démontre identiquement.

La remarque finale découle de la construction et de I'inversibilité des ma-
trices A~ et AT. ]

Nous en déduisons finalement un analogue raffiné et corrigé de [PoilOal

corollaire 6.2.11]. (L’hypothése de surjectivité sur L a malencontreusement été
omise dans I’énoncé original.)
Corollaire 8.1.18. — Supposons qu’il existe un systéme de Cousin-Runge
fort associé a (K—,K™). Soit F un faisceau de Opr-modules. Supposons qu’il
existe des morphismes surjectifs o~ : OF _ — Fig- et ot O}Iﬁ — F+ tels
que les morphismes induits OP(L) — F (L) et O1(L) — F(L) soient surjectifs.
Alors, F est globalement engendré sur M .

Plus précisément, il existe un morphisme surjectif @: OPT4 — F tel que,
pour tout compact K° contenu dans K~ (resp. KT ) tel que le morphisme in-
duit OP(KY) — F(K°) (resp. O1(KY) — F(K")) soit surjectif, le morphisme
induit OPT4(K%) — F(KY) soit surjectif. O

8.1.2. Algébres de domaines polynomiaux. — Nous présentons ici
I’exemple principal de systéme de Cousin-Runge fort que nous utiliserons dans
la suite de ce texte.

Posons X := A}‘{an et notons m: X — B le morphisme structural. Pour
toute partie V de B, on note Xy = 7 1(V).
Proposition 8.1.19. — Soit V' une partie compacte et décente de Byy. Soit
P € O(V)[T] unitaire non constant. Soient r,s € R tels que 0 < r < s.
Soient K~ et K+ deuz parties compactes de Xy telles que

K- c{ze Xy :|P(x)| < s};
Kt c{zeXy:|Px)|>r};
K- NKt"={xeXy:r<|P()|<s}
Alors, il existe un systéme de Cousin associé o (K, KT). Sir = s, alors il

eziste un systeme de Cousin-Runge associé o (K—, K™).
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Supposons, en outre, qu’il existe une suite décroissante (W, )meN de parties
compactes de B sur lesquels les coefficients de P sont définis et formant une
base de voisinages de V', une suite (upm)men d’éléments de |0,r| strictement
croissante de limite r et une suite (VU )menN d’éléments de |s,+o0[ strictement
décroissante de limite s telles que, pour tout m € N, le compact Cyy,, (U, Vm)
satisfasse la condition (ONP(S)_T). Alors, il existe un systéme de Banach fort
(et donc de Cousin fort, et méme de Cousin-Runge fort si s = r) associé a
(K—,K™).

Démonstration. — Puisque KT est compact, il existe un nombre réel ¢t > s qui
majore la fonction |P| sur K. Nous pouvons supposer que K+ = Cy (P;r,t)
et K~ =Cy(P;s). Posons L =: K- N K" =Cy(P;r,s).

Soient (W, )meN une suite décroissante de parties compactes de B sur les-
quels les coefficients de P sont définis et formant une base de voisinages de V,
(Um)meN une suite d’éléments de |0, r[ strictement croissante de limite 7 et
(Um)menN une suite d’éléments de |s, +-00[ strictement décroissante de limite s.

D’aprés la proposition appliquée avec A = O(Wo)(|T| < t), il
existe w € Rsg tel que, pour tout entier m, la semi-norme résiduelle
IE ”O(Tm)(\TISvm),w,rés définie sur O(W,,){(|T| < v,,)[S]/(P(S) — T) soit une
norme pour laquelle cet espace est complet. On notera (B,,,]-,,) cet an-
neau de Banach. Les mémes propriétés valent pour O(W,,)(uy, < |T] <
t)[S1/(P(S) = T), que Ton notera (B, |-[[}), et O(Wp)(um < |T| <
vm) [S]/(P(S) — T), que l'on notera (Cp, || |lm). On peut supposer que le
méme nombre réel w convient pour tous ces anneaux.

Avec les morphismes évidents, on vient de définir un systéme de Banach 2
associé & (K, KT). Le seul point délicat a vérifier est le fait que le morphisme

colimC,, — O(L)
meN

soit un isomorphisme. C’est I'objet du corollaire [1.6.10]

Démontrons maintenant que {2 est un systéme de Cousin. Soient m € N
et f € Cp. On peut supposer que f # 0. Il existe alors un entier d € N
et un élément F = S 0ai St de OWp){um < |T| < wvp)[S] tel que

VPl i S 2l

de OW,)(um < |T| < vp) comme anneau de séries de Laurent, on
montre que, pour tout i € [0,d], il existe a; € O(Wn)(|T| < vy) et

En utilisant la description explicite
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ai € OWp){um < |T| < t) tels que
ai = a; +af dans O(Wp,)(um < |T| < vp) ;

19 oy ri<omy < 1illommy n < ri<on)
||‘1;FHOTm)<um<m<t < ||a%||o W) (i <|T| <vim)*

En posant F~ = Y% a7 5" € O(Wn){|T| < vm)[S] et F* =34 jaf i e
OWyn) (i < |T) < )[S] et en notant £~ et f* les classes résiduelles respec-
tives modulo P(S) — T, on obtient le résultat désiré avec la constante D = 2
(indépendante de m).

Supposons que r = s et démontrons que €2 est un systéme de Runge. Soient
m € N et e > 0. Soient p € N* et s1,...,5, € Cp,. Pour tout i € [1,p],
choisissons un élément S; = Zk o Air S de O(Wy,) (um < |T| < vn)[S] qui
reléve s;. Remarquons qu’il est loisible de supposer l'entier d indépendant de 4.

Commencons par traiter le cas ¢ = —. Pour tous i € [1,p] et k € [0,d], il
existe A ; € O(W, O(W,,)[T, T~ tel que

||Az,k - A;’kHWm)<um<\T\<v >wk < 6/(d+ 1)

Pour tout ¢ € [1,p], on pose S, = Zk 0 Sk et on a alors

!
HS S ”O W) (um <|T| <vm ) ,w <€
Tout élément S; se prolonge en un élément de O(Wy,){un,, < |T| < t)[S]
et définit donc un élément s; de Bjl par passage au quotient. La propriété
d’approximation de ’énoncé est alors vérifiée avec f = 1. La condition

i |l [l =1
m’'—o0

est évidemment vérifiée aussi.
Traitons maitenant le cas o = +. Pour tous ¢ € [1,p] et k € [0, d], notons
g =3 a7 € OWon) (i < [T < v,
leZ
Il existe un entier ly < 0 tel que, pour tous i € [1,p] et k € [0, d], on ait

€

Z ||aé,k”Wm max(uy,, vy,) < A+ Dk’

I<lp—1

Posons F = T~ € O(W)(um < |T| < t)[S]. C’est un élément inversible.
Notons f son image dans B;’.



234 CHAPITRE 8. ESPACES DE STEIN

Pour i € [1,p] et k € [0, d], posons

l
zk_zasz

1>lg

zk = ZGHZO T € m)<‘T’ < Um).
1>0

Pour i € [1,p], posons
d
Si=> FAj; 5" € O(Wn)(|IT| < vm)[S]

et notons s; son image dans B;,. Pour tout ¢ € [1,p], on a

1F 55 = Sillm < Ifllm llsi = f 55l
d

> (Aik — Afy) S*

k=0

< 1 llm

O(Won) (um <| T Svm) w
<e|fllm-

Finalement, pour tout m’ > m, on a

1 lo I
1 o 15 e < N Nomw 3w, <iri<e, o 1T lomr 2y, <i71<0, )

' \lol
<(5m)
=\u.,

Cette derniére quantité tend vers s/r = 1 lorsque m’ tend vers 'infini (et c’est

le seul endroit ou l'égalité s = r est utilisée).

Finalement, supposons que, pour tout m € N, le compact éWm (U, V)
satisfait la condition (ONp(g)_7) et démontrons que €2 est un systéme de
Banach fort.

Soit U un voisinage compact de L. Il contient un voisinage de la forme
éWmo (P; Umg, Vmy)- D’apreés la condition (ONp(g)_7), il existe A € R tel que,
pour tout h € O(Cw,,, (Umg, Vm,))[S]/(P(S) —T), on ait

HhHO(é‘/VmO (umozvmo))zw:rés S A ||h||6Wm0 (Piumo,vmo) S A ||h||U

Soit m > mgy + 1. Alors, d’aprés la proposition pour tout k €
O(Wm0)<um0 < |T’ < Umo>a on a

Umg Umg

+

— Umyg Umg — Um

oy zirisen < (o ) K10 g
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Soit f € O(U). D’aprés le corollaire [1.6.8] il existe un élément g de
OWy) (t, < |T| < v )[S]/(P(S) —T) dont I'image dans O(L) coincide avec
celle de f. Les égalités précédentes montrent par ailleurs que 'on a

um() UmO
NS5 < <) s < <um ST vm> 19ll0@1,,y (g mg s

Umg  Umg
Uy Umg
SA(U —u +v —v ) 1l
m mo mo m
Le résultat s’ensuit. O

Dans la proposition la difficulté réside, bien str, dans la vérification
de la condition supplémentaire finale portant sur la propriété (ON P(S)_T).
Remarquons que le corollaire fournit un moyen d’y parvenir dans le cas
ol tous les points du compact V' sont ultramétriques trés typiques.

Mentionnons également le résultat suivant, particulierement adapté au voisi-

nage de points dont le corps résiduel est de caractéristique nulle ou de valuation
non triviale.
Lemme 8.1.20. — Soient V' une partie compacte de Bym et P € O(V)[T)
unitaire non constant. Soient r;s € R tels que 0 < r < s. Supposons que le
polynéme R(T) = Résg(P(S) — T, P'(S)) ne s’annule ni sur Cy(r,r), ni sur
Cy(s,s).

Alors, il existe un voisinage U de V' sur lequel les coefficients de P sont
définis et des nombres réels ro € 10,r[ et sg € |s,+oo| tels que, pour toute
partie compacte W de U contenant V, tout u € [ro,r] et tout v € [s,s¢], le
compact Cy (u,v) satisfasse la condition (ONp(sy_).

En particulier, la condition finale de la proposition [8-1.19 est satisfaite.
Démonstration. — Soit U un voisinage de V sur lequel les coefficients de P sont
définis. Considérons le polynome R(T) = Résg(P(S) — T, P'(S)) € O(U)[T].
Par hypothése, il ne s’annule ni sur Cy (r,7), ni sur Cy(s,s). Quitte & res-
treindre U, on peut supposer qu'il ne s’annule pas non plus sur Cy(r,7) et
Cuy(s,s), et méme sur Cy(u,u) et Cy(v,v), pour tous u € [ro,r] et v € [s, 5]
avec rg < r et sp > s bien choisis. Le résultat découle alors de la proposi-
tion B.1.27 O

8.1.3. Arbres de Cousin-Runge. — Soit X un espace A-analytique.
Nous introduisons maintenant une nouvelle notion qui sera utile pour effec-

tuer des récurrences sur la dimension.
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Définition 8.1.21. — On appelle arbre binaire un arbre fini T avec une
racine r dont tout noeud v qui n’est pas une feuille posséde exactement deux
fils v~ et v™. Dans la représentation graphique de 7T, nous placerons v~ et v
respectivement & gauche et a droite de v.
On appelle neud interne de T tout noeud qui n’est pas une feuille. On

note Z(7T) l'ensemble de ces noeuds.
Définition 8.1.22. — Soit V une partie compacte de X. On appelle arbre
binaire de compacts sur V un arbre binaire T dont chaque nceud v est étiqueté
par une partie compacte K (v) de V' et qui vérifie les propriétés suivantes :

i) la racine r de T est étiquetée par K(r) =V ;

ii) pour tout nceud interne v de 7, on a

K@)=Kw )UK(v").

En particulier, la famille F(7) des compacts associés aux feuilles de 7 est un
recouvrement de V. Etant donné un recouvrement U de V', on dit que I’arbre T
est adapté a U si F(T) est plus fin que U.

On appelle arbre de Cousin (resp. Cousin-Runge, etc.) sur V' tout arbre
binaire de compacts sur V' qui vérifie la propriété suivante :

iii) pour tout nceud interne v, il existe un systéme de Cousin (resp. Cousin-
Runge, etc.) associé a (K (v™), K(v")).

Un arbre binaire de compacts 7 sur V est dit a intersections simples si,

pour tout nceud v de 7 qui n’est pas une feuille, il existe une feuille f(v™) du

sous-arbre issu de v~ et une feuille f(v") du sous-arbre issu de v telles que

K@ )NK@") =K(f(v7) N K(f(v")).

On dit que le compact V' de X posséde assez d’arbres de Cousin (resp.

Cousin-Runge, etc.) si, pour tout recouvrement ouvert U de V, il existe un
arbre de Cousin (resp. Cousin-Runge, etc.) sur V adapté a U.
Proposition 8.1.23. — Soit V' une partie compacte de X. Soit r € RY,,.
Soit F un faisceau de Oﬁv(r)—modules de type fini. Supposons qu’il existe
un arbre de Cousin-Runge fort & intersections simples T sur V' et, pour
toute feuille f de T, un morphisme surjectif ypy: O%J;((f)(r) — }-\BKU)(T)
vérifiant la propriété suivante : pour toute feuille g de T, le morphisme
O™ (D(p)nK(g)(r)) = F(Dk(pnk(g)(T)) induit par @y est surjectif.

Alors, le faisceau F est globalement engendré sur Dy (r).
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Démonstration. — Modifions arbre binaire de compacts 7 en remplagant
chaque étiquette K par Dy (). On obtient un arbre binaire de compacts 7"
sur Dy (7). Il est encore & intersections simples, et également de Cousin-Runge
fort, d’apres le lemme Pour tout noeud v' de T, notons K'(v') son
étiquette.

On souhaite, a présent, démontrer que, pour tout nceud v de 77, il existe
un entier n, et un morphisme surjectif @, : (’)7;{“,'(”,) — Fik'(v) qui induit un
morphisme surjectif O™ (K'(f") N K'(¢")) — F(K'(f') N K'(¢')), pour toute
feuille f' de T’ issue de v’ et toute feuille ¢’ de T’. 1l suffit, pour ce faire,
d’appliquer le corollaire de fagon répétée en remontant dans l’arbre,
I’hypothése de surjectivité globale sur les intersections étant assurée par la
condition d’intersections simples sur 7.

En particulier, lorsque v’ est la racine de 77, d’étiquette Dy (), on obtient
le résultat souhaité. O

8.1.4. Au-dessus d’un corps ultramétrique. — Dans cette section, nous
fixons un corps valué ultramétrique complet (k, |-|). Nous allons construire des
arbres de Cousin-Runge sur certaines parties de la droite analytique A,lg’an.
Définition 8.1.24. — Soient x € A,lc’am un point de type 2 ou 3. On dit qu'un
ouvert U de Ai’an est un voisinage élémentaire de x dans A}C’an s’il existe un
nombre réel € > 0, un ensemble fini F' de composantes connexes relativement
compactes de A,lfm \ {z} et, pour tout élément C' de F, un point rigide z¢
de C tels que
U= C(Pp,|Pr(z)| — &, |Pr(z)| +¢),

Soient x € Ai’aﬂ un point de type 1 ou 4. On dit qu'un ouvert U de A/,lg"‘”1
est un voistnage élémentaire de x dans A,lg’aLn s’il existe un nombre réel € > 0

et un polyndéme irréductible P € k[T] tels que
U = D(P, |P()| +2).

: 1l,an 27 2
On dit qu'un recouvrement ouvert U de A, est un recouvrement élémen-

taire si tout élément U de U est voisinage élémentaire de 'un de ses points.
Remarque 8.1.25. — Les lemmes et assurent que tout point
de A,lg’aLn posséde une base de voisinages élémentaires, et donc que tout re-

1,an A 4 212 .
couvrement de Ak’ peut étre raffiné en un recouvrement élémentaire.
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Définition 8.1.26. — Soient X un espace analytique et V' une partie com-
pacte de X. Soient P € O(V)[T] et a € R>o.

Soit 7 un arbre binaire. Pour tout nceud v de 7, notons G, (resp. D,)
I’ensemble des nceuds w # v situés entre la racine et v et tels que v soit a
gauche (resp. a droite) de w, c’est-a-dire dans le sous-arbre issu du fils gauche

(resp. droit), cf. figure[11]

FIGURE 11. Sous-ensembles G, et D,,.

Soit £ = (Py,50)vez(r) une famille d’éléments de O(V)[T] x R>o ou
B(V)[T] x R>¢ indéxée par l'ensemble Z(7) des nceuds internes de 7. On
définit alors un arbre binaire de compacts T (E) sur Dy (P;a) dit élémentaire
en étiquetant tout noeud v de T par

K(v) =Dy (P;a)n [ {z € Ay™ : |Py(@)] < 50}

weGy,

N () {z € AP™ : |Pu(@)] > su}.
’U}GDU

On dit que Uarbre T (€) est bien découpé si, pour tout nceuds internes v # v',

on a
{z € Ay |Py(z)] = su} N {z € AY™ : |Py(z)| = 800} = 0.
Remarque 8.1.27. — Pour tout nceud interne v, on a

{K(v) = K@) N{z € Ay™ : |Py(z)] < 50} ;
Kwt) = K@) n{z e Ay™ : |P,(z)] > s,}.
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En particulier, si T (€) est bien découpé, on a

{K@r):{xeA;“;uux)gsg;
K )NK(@wt) ={z e Aj™ : |Py(z)] = s}

Nous retrouvons ainsi une partie des hypothéses de la proposition [8.1.19]
Remarquons encore que, si T(&) est bien découpé, alors, pour tout noeud

interne v, on a
{x € A 1 |Py(2)| = s} = K (f407)) N K(f4u™)),

ot f4(v™) (resp. f(v)) désigne la feuille la plus & droite du sous-arbre issu
de v~ (resp. v*). En particulier, 7(£) est a intersections simples. On peut
également vérifier que, pour toutes feuilles f # g de T (&), 'intersection K (f)N
K (g) est soit vide, soit de la forme {z € Aj™ : |Py(z)| = s,} pour un certain
nceud interne v.

Définition 8.1.28. — On dit qu’une partie F de A,lfm est une étoile s’il
existe un polynome irréductible P € k[T'], un nombre réel a > 0 et une famille
finie C de composantes connexes de D(P,a) \ {n}, ot  désigne I'unique point
du bord de D(P, a), tels que

E=D(Pa)\ .
ceC

Exemple 8.1.29. — Les disques et les couronnes, et plus généralement les
parties de la forme D(P, s) et C(P;s,s), avec P € k[T irréductible et s € R,
sont des étoiles.

Proposition 8.1.30. — Soit E C A,lg’aLn une étoile. Alors, pour toute fa-
mille d’ouverts U de A}{’an recouvrant E, il existe un arbre binaire T et une
famille & = (Py, sv)yez(1) d’éléments de k[T] x Rxo, les polynomes P, étant
irréductibles, indexée par l’ensemble des neeuds internes de T tels que l’arbre
binaire de compacts élémentaire T (E) sur E soit bien découpé, adapté a U et
de Cousin-Runge fort.

En outre, si k est parfait ou de valuation non triviale, on peut supposer que,
pour tout neud interne v de T, le polynome R, (T) = Résg(P,(S) — T, P,(S5))
ne s’annule pas sur C(sy, 8y).

Démonstration. — Par hypothése, il existe un polynéme irréductible P € k[T,

un nombre réel a > 0 et une famille finie C de composantes connexes de
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D(P,a) \ {n}, ot n désigne I'unique point du bord de D(P, a), tels que

E=D(Pa)\ | C.
ceC

Soit U une famille d’ouverts de Allg’an recouvrant E. D’apreés les lemmesm
et on peut supposer que tout élément de U est voisinage élémentaire de
d’un point de E. En outre, par compacité de F, on peut supposer que U est
fini, de cardinal n > 1. Démontrons le résultat pour de tels recouvrements par
récurrence sur n.

Traitons tout d’abord le cas ou n = 1. Notons 7 l'arbre binaire réduit a
sa racine. En considérant la famille vide £, on obtient un arbre binaire de
compacts T (€) sur E réduit a sa racine, étiquetée par E. Les conditions de
I’énoncé sont satisfaites.

Supposons désormais que n > 2 et que le résultat est démontré pour les
recouvrements élémentaires de cardinal inférieur & n — 1. Soit un élément U
de U contenant 7. C’est un voisinage élémentaire d’un point = de F.

Si x est de type 1 ou 4, alors tout voisinage élémentaire de x contenant 7
contient F tout entier, et nous sommes donc ramenés au cas n = 1 déja traité.

Nous pouvons donc supposer que z est de type 2 ou 3. Il existe alors un
ensemble F' = {C,...,C},} de composantes connexes bornées de A/,lg’an \ {z},
pour tout ¢ € [1,p], un polynéme irréductible P; s’annulant en un point de C;
et deux nombres réels r, s avec r < |Pp(z)| < s tels que U = ZO?(PF;r, s), ol

Pr=1[, <i<p P;. Remarquons que, puisque U contient 7, on a

UNE={yecA™ :r<|Pp(y)| <|Pr(n)|}NE.

o o

Sir < 0, alors D(Pp;r,s) = D(Pp,s) contient E, et nous sommes de nou-
veau ramenés au cas n = 1. Nous pouvons donc supposer que r > 0.

Soit i € [[1,p]. Le compact C;\ U est de la forme D(P;;a;) et il est recouvert
par U \ {U}. 1l existe ¢; > a; tel que D(P;;¢;) soit encore contenu dans C; et
recouvert par U \ {U}.

Si k est parfait, le polyndme P; est séparable. Si k est de valuation non
triviale, on peut perturber légérement les coefficients de P; de facon & le rendre
séparable sans changer les disques D(P;; b;) pour b; € [a;, ¢;]. Alors, le polynéme
R;(T) = Résg(P;(S) — T, P/(S)) n’est pas nul. Quitte & diminuer ¢;, on peut

supposer qu’il ne s’annule pas sur C(b;, b;), pour tout b; € Ja;, ¢;|.
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D’aprés I’hypothése de récurrence appliquée a D(P;, a;), il existe un arbre
binaire 7; et une famille & = (Py, su)pez(7;) d’éléments de k[T] x R tels
que l'arbre binaire de compacts T;(&;) sur D(F;,a;) satisfasse les propriétés
de ’énoncé (y compris la propriété finale si k est parfait ou de valuation non
triviale). Quitte & diminuer ¢;, on peut supposer que, pour tout b; € [a;, ¢,
I'arbre binaire de compacts 7;(&;) sur D(P;, b;) satisfait encore ces propriétés.

Remarquons que, pour tout b; € |a;, ¢;] et tout noeud interne de 7;, on a
(a) {z € AP |Py(2)] = 5o} N {z € Ay™ ¢ |Py()| = b} = 0.

Rappelons que U = D(Pp;r,s). 1l existe donc 7' € ]r, |Pp(z)|[ tel que, en
posant
Vi={ye Ay v <|Pp(y)| <|Pr(z)|}NECU,
on ait, pour tout ¢ € [1,p], C; \'V C D(Pz,cz)
Soit i € [1,p]. Il existe b; € ]aj, ¢;[ tel que 'on ait

(b) D(Pib) NV ={y € Ap™ : |P(y)| = bi}.

On a alors

() V=En () {ye A |P(y)| = bi}.
1<i<p

Définissons maintenant un arbre binaire de compacts sur F. Commengons
par considérer l'arbre « peigne » a 2p + 1 nceuds avec les dents & gauche,
cf. figure[12] Pour 'obtenir, on part d’un arbre réduit a sa racine et on effectue p
fois 'opération qui consiste & ajouter un fils gauche et un fils droit a la feuille
la plus a droite. Notons 7g cet arbre. Ses nocuds internes forment un ensemble
totalement ordonné vy > --- > v,_1, ol vy désigne la racine et v,_1 le pére des
feuilles les plus basses.

Considérons maintenant la famille & = (P}, b;i)1<i<p et I'arbre binaire de
compacts élémentaire To(&) sur E qui lui est associé. Ses feuilles sont vy
(6tiquetée par D(Py, b)), .. ., v, (étiquetée par D(P,,by)) et v;_l (étiquetée
par V, d’aprés ) Puisque, pour tout i € {1,...,p}, D(P;,b;) est contenu
dans Cy, To(&y) est bien découpé.

D’aprés (b)), toutes les intersections K(v™) N K(v") sont de la forme
C(P;; bi, b;), avec i € [1,p]. On déduit alors de la proposition que To(&o)

est un arbre de Cousin-Runge fort sur E.
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FIGURE 12. Un arbre peigne & 2p + 1 noceuds.

Construisons maintenant un autre arbre binaire de compacts 7 sur E a
partir de 7o(&) en remplacant, pour tout i € [1,p], la feuille v,_, étiquetée
par D(P;,b;), par l'arbre T;(&;). L’arbre T est encore un arbre de Cousin-
Runge fort sur £. On vérifie aisément que c’est un arbre élémentaire, associé
a la famille obtenue en réunissant & et les &;, pour i € [1, p].

L’arbre T est adapté a U car chacune de ses feuilles est soit une feuille de
I'un des T;(&;), pour i € [1,p], soit V. Le fait qu'il soit bien découpé découle

du fait que T(&p) est bien découpé et de @ O
8.1.5. Au-dessus d’une base ultramétrique. — Soit X un espace A-
analytique.

Nous souhaitons montrer que la propriété de posséder assez d’arbres de

Cousin-Runge se transfére d’une partie de ’espace X a un disque fermé relatif
au-dessus de cette partie.
Corollaire 8.1.31. — Soit x un point décent (resp. trés décent) de Xuym-
Posons A}( =X XAA}‘{an et notons m: A% — X le morphisme de projection.
Soit E une étoile de =1 (x). Alors, pour toute famille d’ouverts U de A}(
recouwvrant E, il existe un arbre binaire T et une famille £ = (PU,SU)UeI(T)
d’éléments de Oz[T] x Rx¢ indexée par 'ensemble des neeuds internes de T
tels que Uarbre binaire de compacts élémentaire T (E) sur E soit bien découpé,
adapté a U et de Cousin-Runge (resp. de Cousin-Runge fort). De plus, si f # g
sont des feuilles de T, alors K(f) N K(g) est une étoile de 7= (z).

En outre, si H(x) est parfait ou de valuation non triviale, on peut supposer
que, pour tout neeud interne v de T, le polynome R,(T) = Résg(P,(S) —
T, P/(S)) ne s’annule pas sur C(sy, sy).
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Démonstration. — D’aprés la proposition [8.1.30] appliquée & E, il existe un
arbre binaire 7 et une famille £ = (P, sy)yez(7) d'éléments de H(x)[T] x R>o,
les P, étant irréductibles, tels que ’arbre binaire de compacts élémentaire 7 (£)
sur F soit bien découpé et adapté a U. Si H(x) est parfait ou de valuation non
triviale, on peut supposer que, pour tout nceud interne v de 7T, le polynéme
R,(T) = Réss(P,(S) — T, P/(S)) ne s’annule pas sur C(sy, ).

L’image de Ox , dans H(z) étant dense, on peut modifier les polynémes P,
ot v est un nceud interne de 7T, de fagon que leurs coefficients appartiennent
a Ox, sans modifier les ensembles {z € A;{’?;l) : |Py(x)] > sy}, avec e
{<,>,=}. Les propriétés de I'arbre T,(&,) sont alors préservées. Puisque les
étiquettes n’ont pas été modifées, les intersections des étiquettes de feuilles
distinctes sont encore soit vides, soit des étoiles (cf. remarque . Si H(x)
est parfait ou de valuation non triviale, on peut également supposer que la
condition de non annulation du résultant énoncée ci-dessus reste satisfaite.

Pour tout nceud interne v de 7, (&, ), la proposition assure qu’il existe
un systéme de Cousin-Runge associé a (K(v™), K(v")). Si x est trés décent,
il s’agit méme d’un systéme de Cousin-Runge fort, d’aprés le corollaire [3.1.25]

si x est trés typique et le lemme [8.1.20] sinon. ]
Corollaire 8.1.832. — Soit V une partie compacte et décente de Xum et soit

r € RY,. Si'V posséde assez d’arbres de Cousin (resp. de Cousin-Runge), alors
il en va de méme pour Dy (7).

Démonstration. — En raisonnant par récurrence, on se raméne immédiate-
ment au cas ou n = 1. Notons r = 1. Supposons que V posséde assez d’arbres
de Cousin (resp. de Cousin-Runge). Soit & un recouvrement ouvert de Dy ().

Soit z un point de X. D’aprés le corollaire appliqué a D, (r), il existe
un arbre binaire 7T, et une famille £, = (P, sv)vez(n y d’éléments de O[T x
R tels que l'arbre binaire de compacts élémentaire 7;(&;) sur Dy(r) soit
bien découpé et adapté a U.

Considérons un voisinage ouvert V, de  dans V sur lequel les coefficients
des polynoémes P, sont définis. Soit W un voisinage compact de x dans V.
Pour tout noeud interne v de 7, on notera encore P, un représentant de P,
dans O(W)[T]. Considérons la famille &y = (Py, sy)vez(T;) de O(W)[T] xR0
et arbre de compacts élémentaire T, (Ew ) associé sur Dy (r). Puisque T(&;)
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est bien découpé et adapté a U, quitte & restreindre V, on peut également
supposer que T, (Ew) est bien découpé et adapté a U.

En outre, pour tout noeud interne v de T, (Ew ), d’apres la remarque
et la proposition il existe un systéme de Cousin (resp. Cousin-Runge)
associé a (K (v™), K(v™)).

La famille V = (V,)zex forme un recouvrement ouvert de V. Puisque V
posséde assez d’arbres de Cousin (resp. Cousin-Runge), il existe un arbre de
Cousin (resp. Cousin-Runge) 7 sur V adapté a V. Considérons I’arbre binaire
de compacts 7’ obtenu en remplacant dans 7 chaque étiquette K par I'éti-
quette Dy (r). D’aprés le lemme T est encore un arbre de Cousin (resp.
de Cousin-Runge).

Finalement, pour toute feuille f de 7T, considérons un point zy de V
tel que K(f) C Vi, et remplacons la feuille correspondante de 7' par
larbre 7z, (€ (y))- Le résultat est un arbre de Cousin (resp. de Cousin-Runge)
sur Dx(r) adapté a U. O

Corollaire 8.1.33. — Soit V une partie compacte de Xum et soit v € RY,,.
Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite :

i) tous les points de V' sont ultramétriques trés typiques ;
i) en tout point b de V', le corps résiduel complété H(b) est de caractéristique

nulle ou de valuation non triviale.

Si V' posséde assez d’arbres de Cousin forts (resp. de Cousin-Runge forts),
alors il en va de méme pour Dy (7).
Démonstration. — Reprenons le début de la démonstration du corollaire
pour construire des arbres binaires de compacts T, (&) et Tz (Ew).

Soit v un neeud interne de T, (Ew ). Pour poursuivre, on a besoin d’un sys-
téeme de Cousin fort ou Cousin-Runge fort associé a (K(v™), K(v")). Dans le

cas i), son existence découle de la remarque la proposition et le
corollaire B.1.251

Dans le cas ii), remarquons tout d’abord que ’assertion finale du corol-
laire permet de supposer que le polyndéme R,(T) = Résg(P,(S) —
T, P/(S)) ne s’annule pas sur C,(s,, $,). Quitte & restreindre V,,, on peut sup-
poser qu’ils ne s’annule pas non plus sur Cyy (s, 8,). L’existence d'un systéme

de Cousin fort ou de Cousin-Runge fort découle alors de la remarque
de la proposition et du lemme
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On peut alors conclure en reprenant la fin de la démonstration du corol-

laire [8.1.321 O

8.2. Théorémes A et B sur les polydisques fermés relatifs

Dans cette section, nous démontrons que les polydisques fermés relatifs sur
des bases convenables satisfont les théorémes A et B. Nous commencerons
par traiter le cas ou la base est un point, archimédien d’abord, ultramétrique
ensuite, avant de traiter le cas d’une base plus grande.

Rappelons que, suivant nos conventions, les différents disques et polydisques
relatifs que nous rencontrons dans cette section sont munis de la structure sur-
convergente induite par leur plongement dans l'espace affine relatif. En par-
ticulier, la structure d’espace localement annelé d’un disque relatif au-dessus
d’un point n’est pas, en général, celle du disque sur un corps valué qui lui est
sous-jacent.

8.2.1. Fibres archimédiennes. — Commencons par établir les théo-
rémes A et B pour les fibres archimédiennes de disques de Berkovich. Ils
découlent assez directement de résultats classiques dans le cadre des espaces
analytiques complexes.

Proposition 8.2.1. — Munissons le corps C muni de la valeur absolue |-|5,
avec € € ]0,1]. Soit r € R, et soit F un faisceau cohérent sur Dc(r). Alors,
F est globalement engend;é et, pour tout ¢ > 1, on a H4(Dc(r), F) = 0.
Démonstration. — Le fait que la valeur absolue puisse étre une puissance diffé-
rente de la valeur absolue usuelle n’influe pas sur le résultat et on peut supposer
que € = 1, ce qui nous rameéne au cas des espaces analytiques complexes usuels.
Il est alors bien connu que les disques fermés sont des espaces de Stein et qu’ils

satisfont les propriétés de I’énoncé. O

Nous allons maintenant nous intéresser aux espaces analytiques sur R (muni
de la valeur absolue |- |%, avec € € |0, 1]) au sens de V. Berkovich. Rappelons que
I’extension des scalaires R — C permet d’associer a tout espace de Berkovich Y
sur R un espace analytique complexe Y et un morphisme 7: Yo — Y, qui
n’est autre que le quotient par la conjugaison complexe (c¢f. lemme .
En particulier, pour tout point y de Y, la fibre 7=!(y) contient un point si

A (y) ~ R et deux points conjugués si 7 (y) ~ C.
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L’ingrédient clé pour passer de C a R est le résultat suivant, di a Q. Liu
(cf. [Liu88, proposition 2|) et énoncé sous cette forme dans [PoilOal, théo-
réme 6.11| (& une hypothése manquante pres).

Lemme 8.2.2. — Soit p: Z — Y un morphisme surjectif d’espaces ana-
lytiques. Supposons que l'espace Z et les fermés de Zariski de Y de support
différent de Y satisfont le théoréeme B. Supposons également qu’il existe un
point y tel que {y} soit l’espace topologique sous-jacent a un fermé analytique

de Y et que la fibre (p.Oz), soit un Oyy-module libre de rang fini. Alors,

lespace Y satisfait le théoréeme B. O
Proposition 8.2.3. — Considérons le corps R muni de la valeur abso-
lue |5, avec ¢ € 0,1]. Soit r € RZ, et soit F un faisceau cohérent

sur Dr(r). Alors, F est globalement engendré et, pour tout ¢ > 1, on a
HY(Dg(r), F) =0.

Démonstration. — Munissons Dr(7) et Dc(r) de la topologie dont les fermés
sont les fermés analytiques. D’aprés [Fri67, proposition 1,7|, 'espace topolo-
gique D (r) est noethérien et il en va donc de méme de I'espace Dgr(r) sur
lequel il se surjecte continiment.

Supposons, par I'absurde, qu’il existe un fermé analytique de Dgr(7) ne sa-
tisfaisant pas le théoréme B. Par noethérianité, il en existe un qui soit minimal
pour cette propriété; notons-le Y. L’espace Y est nécessairement de dimen-
sion strictement positive et 'espace Y contient donc un point y donc le corps
résiduel est isomorphe & C. Le morphisme 7: Yo — Y définit alors un isomor-
phisme d’un voisinage de chacun des deux antécédents de y vers un voisinage
de y. Par conséquent, la fibre (7,Oyy, ), est un Oy, ,-module libre de rang deux.
D’aprés le lemme Y satisfait le théoréme B et nous aboutissons & une
contradiction.

Il est par ailleurs classique que, sur un espace qui satisfait le théoréme B
et dont tout point est I'espace topologique sous-jacent & un fermé analytique,
tout faisceau cohérent est globalement engendré (cf. [GRO04 IV, §1, theorem 2]
ou [Poil0al théoréme 6.1.9] — la encore, il manque une hypothése). O

Soit K le corps R ou C muni de la norme || - ||y, = max(|-|o, |*]|sc), 01 |- |0
désigne la valeur absolue triviale et |- | la valeur absolue usuelle. Rappelons
que le spectre M(K) est constitué des points associés aux valeurs absolues |- |5

pour € € [0,1] (en identifiant |-|% & |-|o), ¢f. exemple|1.1.19
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Proposition 8.2.4. — Soit K le corps R ou C muni de la norme || ||hyb-
Posons X = M(K). Soit b un point de X associé a une valeur absolue ar-
chimédienne (c’est-a-dire |-|5,, avec € € ]0,1]). Soit r € RZ et soit F un
faisceau cohérent sur Dy(r). Alors, F est globalement engem;ré et, pour tout
q>1, on a HY(Dy(r),F) = 0.

Démonstration. — D’aprés [PoilQal, proposition 3.4.6], I'inclusion
jo: Dy(r) — Dx(r)
de la fibre dans I’espace total induit un isomorphisme d’espaces annelés
_ 4 ~
(Db(T)Jb OEX(»,-)) — (Db(r)aoﬁb(r))'

11 suffit donc de démontrer les résultats sur 'espace de gauche, qui est un espace
analytique sur un corps valué. Les propositions et permettent alors
de conclure. O

8.2.2. Fibres ultramétriques. — Soit X un espace A-analytique.
Proposition 8.2.5. — Soit V une partie compacte de X et soit 7 € RY,.

Supposons que V' posséde assez d’arbres de Cousin et que, pour tout poiint T
de V, on a HY(D,(r),0) = 0. Alors, on a H'(Dy(r),0) = 0.

En particulier, si V posséde assez d’arbres de Cousin, on a H*(V,0) = 0.
Démonstration. — Rappelons que la catégorie des faisceaux en groupes abé-
liens sur Dy (r), comme sur tout site, posséde assez d’injectifs (cf. [Sta20)
Theorem 01DP]). Soit

0—0 T, Y1 4 .

une résolution injective du faisceau O sur Dy (r). Soit o € Z1(Dy (7)) tel que
da = 0.

Soit = un point de V. Par hypothése, on a H'(D,(r), ) = 0, donc il existe
un élément B, € Zo(D,(r)) tel que dB, = ap, (- Par définition, il existe un
voisinage U, de D, (7) et un élément v, de Zp(U,) dont la restriction a D4 (7)
est égale & ;. En outre, dv, est égale & o sur un voisinage de D, (), que I'on
peut supposer étre égal a U,. En d’autres termes, 'image de o dans H'(U,,, O)
est nulle. Puisque 7 est propre, on peut supposer que U, est de la forme Dy, (r),

ol V, est un voisinage ouvert de = dans X.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/01DP
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Considérons le recouvrement ouvert V = (V,)zcy de V. Par hypothése, il
existe un arbre de Cousin 7 sur V adapté & U. Par construction, pour toute
feuille f de T, Vimage de a dans H' (D g)(r), O) est nulle.

En remontant pas & pas dans l'arbre, on démontre plus généralement que,
pour tout nceud v de 7T, I'image de o dans H' (ﬁK(U)(r), O) est nulle. En effet,
supposons le résultat démontré pour les deux fils v~ et v d’un nceud v de 7.
Par hypothése, il existe un systéme de Cousin associé¢ & (K(v™), K(v")). En
particulier, le morphisme

O(K(v7)) x O(K(v")) — O(K(v™)NK("))
(= ff) — =1

est surjectif et il en va donc de méme du morphisme

OBty (1)) % OBy () — OBy () N Do ()
= f") — = ’
d’apres le lemme B.1.14] Le résultat découle alors de la suite exacte longue de
Mayer-Vietoris

o = HY(D (- (1), 0) ® H(D g (p)(), O)

H' (D (y(r), 0) © H (D (yt) (1), 0) — -~

Puisque la racine de T est étiquetée par le compact V', ceci démontre que
I'image de o dans H'(Dy (r), O) est nulle.

La partie finale du résultat découle du cas n = 0 en remarquant que, pour
tout point = de V, on a H'({z}, O) = 0. O

Lemme 8.2.6. — Soit V une partie compacte de X et soit r € RY,. Soit F

un faisceau de groupes abéliens sur Dy (r). Soit ¢ > 1. -
Supposons que V est de dimension de recouvrement 1 et que, pour tout

point x de V, on a HY(D,(r),F) = H(D,(r),F) = 0. Alors, on a

H(Dy(r), F) = 0.

Démonstration. — Considérons le morphisme de projection 7: AY™ — X.

Il induit un morphisme d’espaces localement annelés my,.: Dy (r) — V, ou
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Dy (r) et V sont munis des structures surconvergentes induites respectivement
par A}’an et X. Considérons la suite spectrale de Leray

EPP = HP(V,RY (nyp)o F) = HP'(Dy(r), F).

Puisque V est de dimension 1, pour tout faisceau de groupes abéliens G sur V'
et tout p’ > 2, on a Hp/(V, G) = 0. En particulier, seules les deux premiéres
colonnes de la deuxiéme page de la suite spectrale peuvent contenir des termes
non nuls. En outre, par hypothése, on a RY(my.)«F = R 7y ) F = 0. Le
résultat s’en déduit. ]

Corollaire 8.2.7. — Soit x un point décent de Xuym. Alors, pour tout r €
RY, et tout g > 1, on a

HY(D,(r),0) =0.

Démonstration. — Démontrons le résultat par récurrence sur n. Pour n = 0,
on a bien Hi({z},O) = 0 pour tout ¢ > 1.

Supposons que le résultat est vrai pour les disques de dimension n et
démontrons-le pour la dimension n + 1. Soit 7 = (r1,...,7p+1) € Rg‘gl.

D’apres le corollaire le disque relatif D, () posséde assez d’arbres de
Cousin. D’aprés la proposition on a donc HY(D,(r),0) = 0.

Considérons le morphisme de projection sur la derniére coordonnée
72 Dy(r) = Dy(rns1). Posons 7' := (r1,...,7,). Par hypothése de récurrence,
pour tout point y de Dy(rp41) et tout ¢ > 1, on a HY(Dy(r'),0) = 0. Le
lemme assure alors que, pour tout ¢ > 2, on a H4(D,(r),0) = 0. O

8.2.3. Cas général. — Soit X un espace A-analytique.

Nous souhaitons montrer que les polydisques fermés relatifs au-dessus de
certaines parties de X d’un type particulier satisfont les théorémes A et B.
Introduisons-les maintenant.

Définition 8.2.8. — Une base de Stein de X est une partie compacte V'
de X qui satisfait les conditions suivantes :

i) V est de dimension de recouvrement inférieure a 1;
ii) tout point ultramétrique de V est décent ;
iii) tout point archimédien de V' est isolé ou posséde un voisinage linéaire
dans V' ;

iv) tout polydisque fermé relatif sur V' est de dimension de recouvrement finie;



250 CHAPITRE 8. ESPACES DE STEIN

v) pour tout recouvrement ouvert U de V', il existe un arbre de Cousin-Runge
fort & intersections simples T7; sur V adapté a U tel que, pour toutes feuilles
f # g de Ty, le compact K(f) N K(g) posséde assez d’arbres de Cousin.

Exemple 8.2.9. — Soit A I'un de nos anneaux de Banach usuels : corps
valués, anneaux d’entiers de corps de nombres, corps hybrides, anneaux de va-
luation discréte, anneaux de Dedekind trivialement valués (cf. exemples
a[L.1.21)). Alors, toute partie compacte et connexe de M(A) est une base de
Stein de M(A).

En effet, soit & un recouvrement ouvert de V. En utilisant la description
explicite de M(A), on montre que l'on peut raffiner & en un recouvrement
compact fini V tel que l'intersection de deux parties quelconques de V soit vide
ou réduite & un point non associé a la valuation triviale sur 4. On peut alors
associer un systéme de Cousin-Runge fort par restriction, & partir du procédé
décrit dans les exemples [8:1.7) et [8.1.13] Le résultat s’en déduit.

Lemme 8.2.10. — Soit © un point trés décent de Xym. Alors, pour tout
r € Rx, la partie compacte D, (r) de Aﬁ( est une base de Stein.
Démonstration. — Soit r € R>q. Les points i) et iv) de la définition de-
coulent du théoréme Le point ii) suit de la proposition Le point iii)
est trivialement vérifié.

Démontrons le point v). Soit U un recouvrement ouvert de V. D’apres le
corollaire il existe un arbre binaire de compacts élémentaire Ty sur V
qui soit bien découpé, adapté & U et de Cousin-Runge fort. D’aprés la re-
marque [8.1.27] il est & intersections simples. Par construction, pour toutes
feuilles f # g de Ty, le compact K(f)NK(g) est une étoile, donc posséde assez
d’arbres de Cousin, d’aprés le corollaire O

Corollaire 8.2.11. — Soit V une base de Stein de X et soit 1 € RZ. Alors,

pour tout ¢ > 1, on a -
HY(Dy(r),0) = 0.

Démonstration. — D’aprés la proposition [8:2.4] et le corollaire [8.2.7] pour tout

point x de V', on a H%(D,(r),O) = 0. Le résultat découle alors de la proposi-
tion B2.5 et du lemme R.2.6. O

Rappelons que, d’aprés le théoréme si V est une partie linéaire ou
d’Ostrowski de X, alors, tout disque fermé relatif sur V est de dimension de

recouvrement finie.
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Corollaire 8.2.12. — Soit V une base de Stein de X et soit v € RY,,. Soit F
un faisceau de O-modules sur Dy (). Supposons qu’il existe une résolution libre

ONe — ONa-1 ... L OM — F 0,
ot d := dim,(Dy (r)). Alors, pour tout ¢ > 1, on a
HY(Dy (r), F) = 0.

Démonstration. — Pour m € [1,d], notons R, le noyau de ONm — F. Par
récurrence sur m, en utilisant des suites exactes longues de cohomologie et le
corollaire [8.2.11} on démontre que, pour tout m € [1,d] et tout ¢ > 1, on a

HY(Dy(r),F) = H"™(Dy(r), Rm).

Pour m = d, ces groupes sont nuls car Dy (r) est de dimension de recouvre-
ment d. O

Proposition 8.2.13. — Soit V une base de Stein de X et soit r € RY,.

Supposons que, pour tout point x de V', tout faisceau cohérent sur ﬁx(;) sout
globalement engendré. Alors, tout faisceau cohérent sur Dy (r) est globalement
engendreé.
Démonstration. — Soit F un faisceau cohérent sur Dy (). Soit x un point
de V. Par hypothése, il existe un morphisme de Oﬁz (T)-modules surjec-
tif @, (’)%z(r) — .F@I(r). Ce dernier s’é¢tend en un morphisme surjectif
Yy : ONe — F défini sur un voisinage de D,(r), que I'on peut supposer de la
forme Dy, (7), ot V, est un voisinage ouvert de z dans V. Notons R le noyau
de 1. Le faisceau O est cohérent d’aprés le théoréme le faisceau F
I’est aussi par hypothése, donc le faisceau R 'est également.

En appliquant de fagon répétée ’hypothése de I’énoncé, on montre le fais-
ceau R@x (r) posséde une résolution libre

O%i(r) — Ogizi) T O%:(r) — Rip,m —0,

oil d est la dimension de recouvrement de Dy (7). Cette résolution s’étend en
une résolution de R sur un voisinage de D, (), que I’on peut supposer de la
forme Dy, (r), ot V, est un voisinage ouvert de  dans V.

D’apres le corollaire pour toute partie compacte W de V! qui posséde
assez d’arbres de Cousin, nous avons H!(Dy (r), R) = 0. On en déduit que le
morphisme O (Dy (r)) — F(Dw (7)) induit par ¢, est surjectif.
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Considérons le recouvrement V de V défini par les V. Par hypothese, il
existe un arbre de Cousin-Runge fort & intersections simples 7 adapté a V
tel que, pour toutes feuilles f # g € T, le compact K(f) N K(g) posséde
assez d’arbres de Cousin. Soit f une feuille de 7. Il existe un point x de V
tel que V, contienne K(f). Pour toute feuille g de T, le compact K(f) N
K (g) posséde assez d’arbres de Cousin. Le raisonnement ci-dessus montre alors
que le morphisme OV (D (pni(e) (1) = F(Dg(f)nK(g)(r)) induit par ¢, est

surjectif. Le résultat découle alors de la proposition [8.1.23 O

Corollaire 8.2.14. — Soit x un point tres décent de Xy et soit 7 € RY,.
Alors, tout faisceau cohérent sur Dy (r) est globalement engendré. -
Démonstration. — Démontrons le résultat par récurrence sur n. Pour n = 0,
le résultat est évident.

Supposons que le résultat est vrai pour les disques de dimension n et
démontrons-le pour la dimension n+ 1. Soit r = (r1,...,741) € R%l. Soit F
un faisceau cohérent sur D,(r). Considérons le morphisme de projection sur
la derniére coordonnée m: D (r) — Dy(rp41). Posons v’ := (rq,...,r,). Par
hypothése de récurrence, pour tout point y de Dg(rpi1), le faisceau F est
globalement engendré sur Ey(r’ ). En outre, d’apreés le lemme le disque
Dy (1p41) est une base de Stein. On conclut par la proposition ]

Corollaire 8.2.15. — Soit V une base de Stein de X et soit 1 € RY. Alors,
tout faisceau cohérent sur Dy (r) est globalement engendré. -

Démonstration. — Soit F un faisceau cohérent sur Dy (r). Pour tout point x
de V, le faisceau F est globalement engendré sur D, (7). Cela découle de la pro-
position [8.2.4]si x est archimédien et du corollaire si x est ultramétrique.
On conclut par la proposition [8.2.13 ]

Corollaire 8.2.16. — Soit V une base de Stein de X et soit 7 € RY. Alors,
pour tout faisceau cohérent F sur Dy (r) et tout ¢ > 1, on a H1(Dy ('r)_, F)=0.
Démonstration. — Soit F un faisceau cohérent sur Dy (r). En appliquant de
fagon répétée le corollaire [8.2.15] on montre que le faisceau F posséde des

résolutions libres de longueur arbitraire. Le résultat découle alors du corol-

laire [R:2.12] O
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8.3. Affinoides surconvergents

Dans cette section, nous introduisons les espaces affinoides surconvergents et
montrons qu’ils satisfont des propriétés analogues aux affinoides de la géométrie
rigide tels que le théoreme d’acyclicité de Tate et théoréme de Kiehl.

Rappelons que toute partie compacte V' de Aj’an est munie de son faisceau
de fonctions surconvergentes, cf. notation [[.4.2] Par exemple, si V' est un po-
lydisque fermé Dg(r1,...,7,), chaque section globale converge sur un disque
Dg(rh,...,rl) avec rl > r; pour tout i € [1,n].

Définition 8.3.1. — On dit qu'un espace A-analytique X est A-affinoide
surconvergent s'il existe un polydisque fermé Dg(r), avec r € RY,, et un
faisceau d’idéaux cohérent Z sur Dp(r) tels que X soit isomorphe_au fermé
analytique de Dp(r) défini par Z.

Remarque 8.3.2. — Le spectre analytique M(A) lui-méme est un espace
A-affinoide surconvergent, obtenu en choisissant le rayon r vide et le faisceau
d’idéaux Z nul.

Remarque 8.3.3. — Dans la théorie classique sur un corps ultramétrique,
on ne considére généralement que des polydisques dont tous les rayons sont
strictement positifs. Cette restriction apparente ne nuit pas a la généralité car
un disque dont 'un des rayons est nul est isomorphe a un disque de dimension
plus petite. Dans notre cadre, surconvergent et non plus convergent, les disques
dont certains rayons sont nuls fournissent des espaces supplémentaires, et nous
ne souhaitons pas les exclure.

En géométrie analytique rigide, on dispose de procédés classiques de
constructions de domaines affinoides. Nous en proposons ici I'analogue.
Définition 8.3.4. — Soient X un espace A-analytique et Y une partie de X.

On dit que Y est un domaine de Weierstraff de X ¢s’il existe p € N,
fi,oo, fpeO(X) et ry,...,1 € Ry tels que

Y={xeX:Vie[l,p], |fi(x)| <ri}.

On dit que Y est un domaine de Laurent de X s’il existe p,q € N,
fi,oo i fpgis o 9g€ OX), 11,...,1p € R>g et s1,...,5, € Ry tels que

V={zeX:Vie[l,p], [filx)| <ri, Vje[l,q], lgj(x)] > s;}.
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On dit que Y est un domaine rationnel de X s’il existe p € N, f1,..., fp, 9 €
O(X) sans zéros communs sur X et r,...,7, € R>g tels que

Y ={zeX:Vie Ll [fi@)| <rilg(@)]}.

Remarque 8.3.5. — Dans le cadre classique sur un corps ultramétrique, seuls
les rayons strictement positifs sont autorisés dans la définition des différents do-
maines. Dans notre cas, la théorie fonctionne encore avec certains rayons nuls,
grace au fait que nous considérons des faisceaux structuraux surconvergents et
non seulement convergents.
Proposition 8.3.6. — Soit X un espace A-affinoide surconvergent. Les do-
maines de Weierstraf$, les domaines de Laurent et les domaines rationnels de X
sont des espaces A-affinoides surconvergents.
Démonstration. — Par hypotheése, il existe un polydisque fermé E sur B et
un faisceau d’idéaux cohérent Z sur F tels que X soit isomorphe au fermé
analytique de F défini par Z.

Soit Y un domaine de Weierstraft de X. Alors, il existe p € N, f1,..., fp €
O(X) et r1,...,7, € R>q tels que

Y={xeX:Vie[l,p], |filx)]| <r}.

Posons E' := Dg(r1,...,rp) avec coordonnées T, ..., T),. C’est encore un po-
lydisque fermé sur B. Notons 7: E/ — E la projection. Le faisceau d’idéaux

7':=m"T+ (T~ fr,...,Tp — fp) Op

est cohérent sur E’ et la projection 7 induit un isomorphisme entre le fermé
analytique de E’ défini par Z’ et Y (dont l'inverse est le morphisme associé a
(f1,...,fp) par 'application bijective de la proposition . On en déduit
que Y est un espace A-affinoide surconvergent.

Le cas des domaines de Laurent se traite de fagon similaire. Si Y est
un domaine de Laurent donné comme dans la définition [B8:3:4] on re-
prend la preuve précédente en considérant, cette fois-ci, le disque E' :=
Dg(ri,...,rp,81,...,8) avec coordonnées Ti,...,T,,S1,...,S5, et le fais-
ceaux d’idéaux

7' =m"T+ Ty — fi,- . Tp = fps S191 = 1,..., 8494 — 1) O

Remarquons que les fonctions g1, ..., qq sont inversibles sur Y. On peut donc
e - . PR -1 —1
considérer le morphisme de source Y associé & (f1,..., fp, 91 »---,9, ). Son
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image s’identifie au fermé analytique Z’ de E’ défini par Z’ et il fournit un
inverse au morphisme Z’ — Y induit par la projection w: E/ — E.

La méme stratégie s’applique encore pour les domaines rationnels. Si Y
est un domaine de Laurent donné comme dans la définition [8:3.4] on reprend
la preuve en considérant, cette fois-ci, le disque E' := Dg(r1,... ,Tp) avec
coordonnées 77, ...,T),, S et le faisceaux d’idéaux

T =T+ (gT1 — f1,---, 9Ty — fp) Opr.

Puisque les fonctions fi, ..., f,, g sont supposées sans zéros communs sur X, la
fonction g ne peut s’annuler sur Y et elle y est donc inversible. On peut donc
considérer le morphisme de source Y associé a (f1g~',..., fpg~'). Son image
s’identifie au fermé analytique Z’ de E’ défini par Z’ et il fournit un inverse au
morphisme Z’ — Y induit par la projection 7: E' — E. O

Corollaire 8.3.7. — Soit X un espace A-analytique. Tout point de X possede
une base de voisinages formée d’espaces A-affinoides surconvergents.

Démonstration. — Soit x € X. Le résultat & démontrer étant local, on peut
supposer que X est un fermé analytique d’un ouvert U d’un espace affine
analytique AZ’aH. Puisque tout fermé analytique d’un espace A-affinoide sur-
convergent est encore A-affinoide surconvergent, il suffit de montrer le résultat
pour U, et donc pour AZ’an. Or, par définition de la topologie de AZ’an, les
domaines de Laurent forment une base de voisinages de tout point. Le résultat
découle donc de la proposition [8.3.6 ]

Passons maintenant aux analogues des résultats classiques sur les affinoides.
Le premier que nous énongons s’apparente & une partie du théoréme d’acyclicité
de Tate, affirmant que les sections globales sur un affinoide surconvergent sont
celles auxquelles on s’attend d’aprés sa définition.

Théoréme 8.3.8. — Supposons que M(A) est une base de Stein. Soit r €
R, et soient fi,...,[m € OAZ,an(ﬁB(r)). Alors, le fermé analytique X de
Dp(r) défini par fi,..., fm est un espace A-affinoide surconvergent et on a

un isomorphisme canonique
Opran(Dp(r))/(f1,- -, fm) — Ox(X).

Démonstration. — Notons Z le faisceau d’idéaux cohérent de Dpg(r) engendré

par (fi,..., fm). Posons I := Z(Dp(r)). D’aprés le corollaire [8.2.16, on a
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HY(Dpg(r),T) = 0. En utilisant la suite exacte longue associée a la suite exacte
courte 0 > Z — O — O/Z — 0, on en déduit que

Ox(X) = (0/I)(D5(r)) ~ O(Dp(r))/1.
Le morphisme de faisceau
p: om — O
(ala”'uam) — Zznil aifi

a pour image Z. Son noyau K est un faisceau cohérent sur Dg(r). La suite
exacte courte 0 — K — O™ — T — 0 fournit une suite exacte longue

s 0D 2L T B ) — H (Dp(r), ) — ...

D’aprés le corollaire [8.2.16) on a H'(Dp(r),K) = 0, d’oit 'on déduit que
I=IZ(Dg(r)) = (f1,---, fm)O(Dg(r)). Cela conclut la preuve. O

Le résultat qui suit contient la partie manquante du théoréme d’acyclicité
de Tate, ainsi que le théoréme de Kiehl.

Théoréme 8.3.9. — Supposons que M(A) est une base de Stein. Soient X
un espace A-affinoide surconvergent et F un faisceau cohérent sur X. Alors,

i) pour tout entier ¢ > 1, on a H1I(X, F)=0;

i) le O(X)-module F(X) est de type fini et engendre F.

Démonstration. — Par hypothése, il existe un polydisque fermé D sur B et
un faisceau d’idéaux cohérent Z sur D tels que X soit isomorphe au fermé
analytique de D défini par Z. Notons j: X — D l'inclusion.

Soit F un faisceau cohérent. Son poussé en avant @, F est un faisceau co-
hérent sur D avec des groupes de cohomologie associés identiques. Le point i)
découle donc du corollaire . D’apreés le corollaire ©«(F)(D) en-
gendre (¢.F), en tout point y de D et on en déduit que F(X) = ¢.(F)(D)
engendre F, = (p«F); en tout point z de X.

Il reste & montrer que F(X) est de type fini sur O(X). Soit x € X. On
vient de montrer que F, est engendré par F(X). Par conséquent, il existe
un morphisme O% — F qui est surjectif en x, et donc sur un voisinage U,
de x. Par compacité de X, on peut le recouvrir par un nombre fini de U,
et donc construire un morphisme de faisceaux surjectif ¢: 07 — F. Puisque
H'(X,Ker(¢)) = 0, le morphisme O(X)? — F(X) induit entre les sections
globales est encore surjectif.
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O]

Corollaire 8.3.10. — Supposons que M(A) est une base de Stein. Soit X
un espace A-affinoide surconvergent. Alors le foncteur sections globales F +—
F(X) induit une équivalence entre la catégorie des faisceaux cohérents sur X
et celle des modules de type fini sur O(X). O

8.4. Quelques compléments

Dans cette section, nous utilisons la théorie des espaces de Stein, que nous
venons de développer, pour raffiner ou étendre quelques résultats antérieurs.

Commengons par des résultats sur les algébres de couronnes. Nous pouvons
maintenant étendre la proposition au-dela du cas ultramétrique.
Proposition 8.4.1. — Soit x € A}*. Soient s,t € Rsq tels que s < t.
Notons C(s,t) la couronne relative au-dessus de A;f’an, avec coordonnée T, et

C(s,t) sa fibre au-dessus de x. Alors, le morphisme naturel

L colim  BV)(u < [T] < v) — O(Cals, 1),

ot V' parcourt ’ensemble des wvoisinages compacts de x dans Azan, est un
isomorphisme.

Démonstration. — L’injectivité du morphisme est claire. Pour montrer la sur-
jectivité, considérons le disque relatif D(¢,s™!) de dimension 2 au-dessus de
AZ’M, avec coordonnées T, .5, et son fermé analytique Z défini par I’idéal en-
gendré par ST — 1. Par le méme raisonnement que dans la preuve de la propo-
sition on montre que Z est isomorphe a é(s, t). En se restreignant aux
fibres au-dessus de z, on en déduit un isomorphisme Z, ~ C(s,t).

D’apreés le corollaire les groupes de cohomologie supérieurs de tout
faisceau cohérent sur la fibre D, (t,s™!) de D(t,s~!) au-dessus de z sont nuls.
En raisonnant comme dans la preuve du théoréme [8:3.8] on en déduit un iso-
morphisme canonique O(D,(t,s71))/(ST — 1) ~ O(Z,).

On obtient finalement un diagramme commutatif

( colim  B(V){|T| < v,|S| < u_1>)/(ST —1) —— OD,(t, s 1)/(ST — 1)

Voz,u<s<t<v

| i

colim  B(V){u < |T| < v) » O(Cu(s,1)),

Voz,u<s<t<v
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oti la fléche verticale de gauche est donnée par ’évaluation en S = T~!. D’aprés
la proposition dans une version en plusieurs variables qui se démontre
sans difficultés supplémentaire la fleche horizontale supérieure est un iso-
morphisme. Le résultat s’en déduit. O

En appliquant la proposition précédente fibre a fibre et en recollant, on
obtient le résultat suivant, cf. corollaire
Corollaire 8.4.2. — Soit V une partie compacte de Azan, Soient s,t € Ry
tels que s < t. Alors le morphisme naturel

WD‘(}’%lirsrngvO(W)(u <|T| <v) — O(Cy(s,t)),
ou W parcourt l’ensemble des voisinages compacts de V' dans Azan, est un
isomorphisme.

Nous allons maintenant énoncer un résultat technique qui permet de rem-
placer, dans certains énoncés, des anneaux de la forme B(V') par des anneaux
de la forme O(U), plus naturels. Au prélable, introduisons une définition.
Définition 8.4.3. — Soit U un ouvert de A’y™ et V une partie compacte
de U. On dit qu'un élément f de O(U) est B-défini sur V §’il existe un élé-
ment F' de B(V) tel que fjy = Fjy, au sens ol

Yy eV, fly)=F(y).

Remarque 8.4.4. — Nous avons déja introduit la propriété d’étre B-défini
pour les éléments d’un anneau local O, a la définition Si U est un
ouvert de A;*, z un point de U et V un voisinage compact de x dans U,
alors tout élément f de O(U) qui est B-défini sur V est également B-défini en
tant qu’élément de O, .

Définition 8.4.5. — On dit qu'un point = de A}* est B-adapté si, pour
tout voisinage U de x dans A:ﬁt’an, il existe un voisinage compact V' de x dans U
tel que tout élément de O(U) soit B-défini sur V.

On dit que AZ{an est B-adapté si tous ses points sont B-adaptés.

(W On démontre d’abord le résultat dans le cas des rayons nuls, cf [Poil0al, théoréme 2.4.8],
puis le cas général en utilisant le principe du prolongement anlaytique, comme dans la preuve
de [Poil3al corollaire 2.7]
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Ezemple 8.4.6. — Lorsque 'anneau de Banach A est I'un de nos exemples
habituels (corps valué, Z ou anneau d’entiers de corps de nombres, corps hy-
bride, anneau de valuation discréte, anneau de Dedekind trivialement valué,
cf. exemples a[l.1.21)), le spectre M(A) est B-adapte.

Proposition 8.4.7. — Supposons que M(A) est B-adapté. Alors, pour tout
n € N, AZ’an est B-adapté.

Démonstration. — Démontrons le résultat par récurrence sur n. Le cas n =0
est vrai par hypotheése.

Supposons que le résultat est vrai pour Aﬁl’an et démontrons-le pour Azﬂ’an.
Considérons : Azﬂ’an — AZ’an la projection sur la derniére coordonnée,
notée S.

Soit = € Azﬂ’an et soit U un voisinage de x dans Azﬂ’an. D’aprés le corol-
laire il existe un voisinage compact Wy de m(z) dans A", une base
de voisinages compacts Wy, de m(z) dans Wy, un polynéme P € B(Wy)[S]
unitaire non constant et des nombres réels r,s € Rx>( tels que, pour tout
W € Wr(y), Cw (P, r, s) soit un voisinage de 2 dans U et la couronne Cyy (r, s)
(avec coordonnée T') satisfasse la propriété (BNp(g)_r).

Soit Wi € Wy (). Par hypothese, il existe un voisinage compact W2 de ()
dans W tel que tout élément de O(W7) soit B-défini sur Ws. Quitte & res-
treindre Ws, on peut supposer qu'’il appartient a Wr ;).

Soit a € O(Cw, (r,s)). D’aprés le corollaire c’est 'image d’une série
a’ de O(Wh)(r < |T| < s) par application canonique. Par définition de W,
il existe une série A’ de B(W)(r < |T| < s) dont les coefficients coincident
avec ceux de a’ sur Wa. Par conséquent, I'image A de A’ dans B(Cy,(r,s))
coincide avec a sur Cyy, (7, 5).

Soit f € O(U). Notons encore f son image dans O(Cy, (P,r,s)). D’apreés le
théoréme [1.6.7] on a un isomorphisme

p: O(Cw,(P,1,5)) — O(Cw (r,5))[S]/(P(S) = T).

Représentons ¢(f) par un élément g de O(Cyy (r,s))[S]. Le résultat du
paragraphe précédent assure qu’il existe un élément G de B(Chyy,(r, s))[S]
dont la restriction & Cyy,(r,s) coincide avec g. Notons G son image dans
B(Cw,(r,8))[S])/(P(S) — T). Puisque la couronne Cyy,(r,s) satisfait la
propriété (BNp(g)—r), on a un isomorphisme

Vi B(Cw, (Pyr,s)) — B(Cw,(r,5))[S]/(P(S) = T).
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Par construction, 1! (&) coincide avec f sur Cyy, (P, 7, s). Le résultat s’ensuit.
]

Comme exemple d’application, énongons une version plus générale du résul-
tat de fermeture des idéaux du faisceau structural, c¢f. corollaire [3.3.12
Corollaire 8.4.8. — Supposons que M(A) est B-adapté. Soient x un point
de A}, p>1 un entier et M un sous-module de OF. Soient U un voisinage
de x dans A}™ et (gn)nen une suite d’éléments de O(U)P qui converge vers
un élément g de O(U)P. Si, pour tout n € N, l'image de g,, dans O% appartient
a M, alors image de g dans O appartient a M. ]

8.5. Théoréme B sur certains ouverts

Pour démontrer des résultats d’annulation cohomologique sur des ouverts a
partir de résultats sur des fermés, nous nous inspirons de la stratégie utilisée
dans le cas complexe, et en particulier de la notion d’exhaustion de Stein,
cf. |GRO4L chapter IV]. Signalons que le second auteur a déja mis en ceuvre
une stratégie similaire dans le cas de la droite affine dans [Poil0al §6.6|.

Les changements & apporter dans notre cadre sont mineurs. Pour faciliter
la lecture, nous allons cependant procéder a quelques rappels et indiquer les
grandes lignes du raisonnement.

Définition 8.5.1. — Soit T un espace topologique. Une ezhaustion de T est
une suite de parties compactes (Ky,)m>0 de T telle que, pour tout m > 0, K,
soit incluse dans l'intérieur de K, 1 et

T = U K.
m>0

Théoréme 8.5.2 (|GRO4, IV, §1, theorem 4|). — Soient T' un espace to-
pologique et (Kp)m>0 une exhaustion de T. Soient F un faisceau de groupes
abéliens sur T et ¢ > 2 un entier. Supposons que, pour tout m > 0, on a

H7 YK, F) = H(K,,, F) = 0.

Alors, on a

HY(T, F) = 0.
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Ce résultat ne présente pas de difficulté particuliére. On voit cependant
que lannulation du H' reste hors d’atteinte. Pour I'obtenir, on utilise une
notion plus fine qui fait intervenir des conditions topologiques sur les espaces
de sections.

Définition 8.5.3 ([GRO4, 1V, §1, definition 6]). — Soient 7" un espace to-
pologique et F un faisceau de groupes abéliens sur T'. Une ezhaustion de Stein
de T relativement a F est une exhaustion (K,,)m>0 de T telle que

pour tous m > 0,q > 1, HY(K,,, F) =0

et, pour tout m > 0, il il existe une semi-norme || ||, sur F(K,,;,) vérifiant les
propriétés suivantes :
i) 'image du morphisme de restriction F(7') — F(K,,) est dense pour || || ;
ii) le morphisme de restriction (F(Kpm+1), || |m+1) = (F(Em), || ||m) est
borné ;
iii) le morphisme de restriction (F(Kpm41), |- lm+1) = (F(EKm), || - |lm) envoie
toute suite de Cauchy sur une suite convergente ;
iv) tout élément s de F (K1) tel que [|$||m+1 = 0 est nul sur K.

Théoréme 8.5.4 (JGRO04| IV, §1, theorem 7]). — Soient T un espace topolo-
gique et F un faisceau de groupes abéliens sur T'. Soit (K, )m>0 une ezhaustion
de Stein de T relativement a F. Alors, on a

pour tout ¢ > 1, HY(T, F) = 0.

0
Nous allons démontrer ’annulation des groupes de cohomologie supérieurs
de certains ouverts de AZ’M, et notamment des disques ouverts relatifs, en
exhibant des exhaustions de Stein. Nous suivrons de prés [Poil0Oal §6.6]. La
succession de lemmes est identique et nous nous contenterons de démontrer
ceux qui demandent des modifications. Nous utiliserons de fagon cruciale le
résultat de fermeture des modules locaux (cf. corollaire .
Définition 8.5.5. — Soit U une partie de AZ’an. Une ezhaustion de Stein
universelle de U est une exhaustion (Ky,)m>0 de U telle que, pour tout m > 0,

les propriétés suivantes soient satisfaites :

i) tout faisceau cohérent F sur U est globalement engendré sur K, ;

ii) pour tout faisceau cohérent F sur U et tout entier ¢ > 1, on a

HY K, F)=0;
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iii) I'image du morphisme de restriction O(K,+1) — O(K,,) est dense
pour |- x,,-
Exemple 8.5.6. — Soit V une base de Stein de B. Soient t1,...,t, € RsgU
{#+00}. Pour i € [1, n], fixons une suite strictement croissante (; )m>0 d’élé-
ments de R~ qui tend vers t;. Alors (Dy (t1m,--.,tnm))m>0 est une ex-
haustion de Stein universelle de Dy (¢1,...,t,). Le point i) découle du corol-
laire le point ii) du corollaire et le point iii) de la propositionm
Soit U une partie de AZ’an et supposons qu’elle posséde une ezhaustion de
Stein universelle (K, )m>0. Soit F un faisceau cohérent sur U.
Soit m € N. Le faisceau F est globalement engendré sur K,,, donc il existe
lm € N et un morphisme surjectif o, : (’)l[(”m — F|K,,- Les propriétés d’annu-

lation cohomologique entrainent que le morphisme induit
em: O(Kp)lm — F(K)

est surjectif.

Munissons O(K,,)" de la norme définie par le maximum des normes des
coordonnées. On la note encore ||-||x,,. On définit alors une semi-norme || - ||,
sur F(K,,) par

[ llm: F(Em) — R0 .
s — inf({||t]lx, :t€et(s)})

Considérons les morphismes de restriction

Pt (O(Kpn )™ |- [ Kpay) — (O(Fm) ™+ ||| )
et
pm: (F(Ema1), |- llma1) — (FEm), [ [lm)-

Le morphisme r,, est borné.
Les propriétés d’annulation cohomologique entrainent que le morphisme
. lm+1
Qmp+1: OKm+1 — ]:le

4, induit un morphisme surjectif

el O(Kp)lmt — F(Kyy).

m
On définit alors une nouvelle semi-norme || - |7, sur F(K,,) par

-l FKm) — R>o
s — inf({|[t]x, ct €l (s)})
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Considérons maintenant le morphisme
om: (F(Em), | Ilm) — (F(Km), |- llm)

qui induit l'identité sur F(K,,). Il est borné.
Lemme 8.5.7 (|[Poil0a, lemme 6.6.21]). — Il existe un morphisme borné ny,

qui fait commuter le diagramme

El

(O(K )+, | Mli,) —= (F (o), |- 1I7)

o b

(OE )™ [ Nlr) == (F(Em), |- [lm)

On a maintenant un diagramme commutatif

\er |Km
’

(O(K )™ || ) =" (F(Em)s |- ll1n) o

lm Om

(OEm)m || r,) —" (F(Em), || llm)

Lemme 8.5.8 (|Poil0al lemme 6.6.22]). — Le morphisme py, est borné. [

Reprenons maintenant [PoilOal, lemme 6.6.23] en apportant les modifca-
tions nécessaires a sa preuve.

Lemme 8.5.9. — Le morphisme p,, est dimage dense.

Démonstration. — Puisque le morphisme o, est surjectif et borné, il suffit
de montrer que I'image du morphisme de restriction F(K,11) — F(K,,) est
dense pour la norme ||- ||},

Soit s € F(Kp,). Soit 6 > 0. Puisque &, est surjectif, il existe ¢ €
O(Kp)Fm+1 tel que €/, (t) = s. Par hypothése, O(K,,11) est dense dans
O(Kp,), donc il existe t' € O(Kp,+1) tel que ||[rm(t) — t||x,, < 6. On a alors
llem+1(t) 1, — 8llm < 0. O

Reprenons de méme [Poil0al lemme 6.6.24].

Lemme 8.5.10. — Supposons que M(A) est B-adapté. Soit s € F(Kp41)
tel que ||s|lms+1 = 0. Alors, s est nulle sur Uintérieur de Kp4+1 dans U. En

particulier, sk, = 0.
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Démonstration. — Soit t € 5;Ll+l(s). Par hypothése, il existe une suite (¢;);>0
d’éléments de Ker(ep,11) telle que limj_,o (|t — t[/k,,., = 0. En d’autres
termes, (¢;);>0 converge uniformément vers t sur K, ;1.

Soit  un point de l'intérieur de K, dans U. D’apres le corollaire [8.4.8
on a t € Ker(am+1)z, donc 'image de €,,+1(t) dans F, est nulle.

On a montré que s est nulle sur 'intérieur de K,,,+1 dans U, et, en particulier,
sur K,,. ]

En utilisant les résultats qui précédent, les autres lemmes s’adaptent main-

tenant sans changements.
Lemme 8.5.11 (|Poil0a), lemme 6.6.25]). — Supposons que M(A) est B-
adapté. Soit (si)k>0 une suite d’éléments de F (K1) qui est de Cauchy pour
la semi-norme ||+ ||m+1. Alors, il existe un élément s de F(K,,) tel que la suite
(pm(sk))k>0 converge vers s pour la semi-norme || -||m.

De plus, si s' € F(Kpy,) est une limite de la suite (pm(sk))k>0, elle coincide
avec s sur lintérieur de K, dans U . O
Lemme 8.5.12 (|Poil0a), lemme 6.6.25]). — Supposons que M(A) est B-
adapté. L’image du morphisme de restriction F(U) — F(K,) est dense pour
la semi-norme || - || . O

Nous disposons maintenant de toutes les propriétés constitutives d’une ex-
haustion de Stein. Résumons le résultat obtenu.

Proposition 8.5.13. — Supposons que M(A) est B-adapté. Soit U une par-
tie de AZ’an. Soit (Kp,)m>0 une ezhaustion de Stein universelle de U. Alors,
(Km)m>0 est une exhaustion de Stein de U relativement a tout faisceau cohé-
rent F sur U O

En appliquant le théoréme on obtient un résultat d’annulation coho-
mologique.

Théoréme 8.5.14. — Supposons que M(A) est B-adapté. Soit U une partie
de Ajan. Supposons qu’elle posséde une exhaustion de Stein universelle. Alors,

pour tout faisceau cohérent F sur U et tout entier ¢ > 1, on a
HYU,F)=0.

O
L’exemple permet d’appliquer ce résultat dans le cas des disques ou-

verts relatifs.
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Corollaire 8.5.15. — Supposons que M(A) est B-adapté. Soit V' une base
de Stein de B. Soient ti,...,t, € Rso U {+o00}. Alors, pour tout faisceau
cohérent F sur Dy (t1,...,t,) et tout entier ¢ > 1, on a

HY(Dy(t, ..., tn),F) = 0.

O

De la méme facon que les propriétés des affinoides surconvergents se dé-
duisent de celles des disques fermés, du corollaire [8.5.15 découlent des résultats
d’annulation cohomologique pour d’autres espaces. Nous introduisons un peu
de terminologie de fagon & pouvoir les énoncer plus commodément.
Définition 8.5.16. — Un espace de la forme Dp(t1,...,t,) avec n € N et
ti,...,tn € Rog U {400} est appelé polydisque ouvert généralisé sur B.
Exemple 8.5.17. — Pour tout n € N, l'espace affine analytique Azl’an est
un polydisque ouvert généralisé.
Définition 8.5.18. — On dit qu’un espace A-analytique X est A-affinoide
ouvert s’il existe un polydisque ouvert généralisé D sur B et un faisceau
d’idéaux cohérent Z sur D tel que X soit isomorphe au fermé analytique de D
défini par Z.
Exemple 8.5.19. — Soit X un schéma affine de présentation finie sur A.
Alors son analytifié X" est un espace A-affinoide ouvert, par construction
(cf. théoréme et sa preuve).
Définition 8.5.20. — Soient X un espace A-analytique et Y une partie
de X.

On dit que Y est un domaine de Weierstraf§ ouvert de X s’il existe p € N,
fi,.  fpeO(X)etry,...,rp € Ry tels que

Y={zxeX:Vie[l,p], |filx)] <mri}.

On dit que Y est un domaine de Laurent ouvert de X s’il existe p,q € N,
fiyoo s fpgisesgg € O(X) et ri,...,1rp,81,...,5¢ € Ryg tels que

Y ={zeX:VieLp], [fi@)| <rs Vi€ Ll o) > s}

On dit que Y est un domaine rationnel ouvert de X s’il existe p € N,

fi,---5 fp,g € O(X) sans zéros communs sur X et r,...,7, € Ry tels que

V={zeX:Vie[Lp], |fi(z)| <rig(z)]}.



266 CHAPITRE 8. ESPACES DE STEIN

Exemple 8.5.21. — Une polycouronne est un domaine rationnel ouvert d’un
espace affine analytique.
Les deux résultats qui suivent se démontrent respectivement comme la pro-
position [8.3.6[ et le corollaire [8.3.
Proposition 8.5.22. — Soit X un espace A-affinoide ouvert. Les domaines
de Weierstraf$, les domaines de Laurent et les domaines rationnels de X sont
des espaces A-affinoides ouverts. Ol
Corollaire 8.5.23. — Soit X un espace A-analytique. Tout point de X pos-
séde une base de voisinages formée d’espaces A-affinoides ouverts. O
En suivant la méme stratégie que dans la preuve du théoréme [8.3.9, on
déduit le résultat suivant du corollaire R.5.15
Corollaire 8.5.24. — Supposons que M(A) est une base de Stein B-adaptée.
Soit X wun espace A-affinoide ouvert. Alors, pour tout faisceau cohérent F
sur X et tout entier ¢ > 1, on a H1(X,F) = 0. O
Corollaire 8.5.25. — Supposons que M(A) est une base de Stein B-adaptée.
Alors, tout espace A-analytique posséde une base d’ouverts satisfaisant le théo-

réeme B. O

8.6. Noethérianité d’anneaux de séries arithmétiques convergentes

Dans cette section finale, nous proposons une application de nos résultats
aux anneaux de séries arithmétiques convergentes. Ceux-ci ont été introduits
par D. Harbater dans le cadre de son étude du probléme inverse de Galois
(cf. [Har84), Har88|). Un exemple typique est

Z,+[T] = {f € Z[T] : Reo(f) > 7},

ou r est un nombre réel positif et Ry (f)désigne le rayon de convergence com-
plexe de la série f, c’est-a-dire son rayon de convergence en tant que fonction
analytique complexe (C étant muni de la valeur absolue usuelle).

Nous n’étudierons pas ici les propriétés galoisiennes de ces anneaux. Nous
renvoyons le lecteur intéressé par une approche géométrique de ces questions a
larticle [Poil0b], dans lequel figure une preuve, basée sur la construction de
revétements de disques analytiques sur Z, du fait que tout groupe fini peut se
réaliser comme groupe de Galois d’une extension réguliére de Z,.+[T'], lorsque
r e [0,1].
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En ce qui concerne les aspects algébriques des anneaux de séries arithmé-
tiques convergentes, on dispose du résultat suivant.

Théoréeme 8.6.1 ([Har84), theorem 1.8]). — Pour tout r € [0,1[, I’anneau
Z,+[T] est noethérien, réqulier, factoriel et de dimension 2. L]

Nous allons montrer que la propriété de noethérianité s’étend aux anneaux
de séries arithmétiques convergentes en plusieurs variables.

La preuve du théoréme [8.6.1| que propose D. Harbater est de nature trés al-
gébrique. La noethérianité, par exemple, est obtenue en exhibant, pour chaque
idéal premier, un famille génératrice explicite. Une telle stratégie semble diffi-
cile & généraliser.

Notre approche est, au contraire, géométrique. Elle s’inspire de celle adoptée
par J. Frisch dans le cadre d’anneaux de fonctions analytiques complexes.
Théoréeme 8.6.2 (|Fri67, théoreme (I, 9)]). — Soit A une partie compacte
semi-analytique et de Stein d’un espace analytique complere X . Alors, 'anneau
O(A) est noethérien.

En particulier, pour tous n € N et r € R, Uanneau O(Dg(r)) est noe-
thérien. - O

Signalons que Y.-T. Siu a, par la suite, obtenu une démonstration simplifiée
d’un résultat un peu plus général dans [Siu69|]. Pour le cas particulier des
polydiques, K. Langmann a proposé une preuve plus courte dans [Lan77].
Nous nous sommes grandement inspirés de cette derniére.

Il n’est guére difficile de passer du résultat sur C a un résultat valable sur
tout corps valué archimédien complet.

Corollaire 8.6.3. — Soit (k,|-|) un corps valué complet archimédien. Soient
n €N et r e RL,. Alors l'anneau O(Dy(r)) est noethérien.

Démonstration. — D’aprés le théoréme [1.2.6] il existe € € ]0,1] tel que (k, |-|)
soit isométriquement isomorphe & (R, |-|5) ou (C, |-|5,). Traitons séparément
ces deux cas.

e Supposons que (k,|-]) = (C,|-|5,). L’élévation & la puissance 1/¢ induit
un isomorphisme entre O(Dy(r)) et O(D¢(r'/9)), ot C est muni de la valeur
absolue usuelle || (c¢f. [PoilOal proposition 1.3.10| pour un résultat per-
mettant de comparer chacun de ces anneaux a I’anneau d’un disque relatif sur
I’espace hybride M(C™P)\ {|-|o}). Le résultat découle alors du théorémem

e Supposons que (k, |-]) = (R, |-|5,). Posons (K, |-|) = (C, |- |5,). Pour toute
série h = 3.5 a; T® € C[T], on pose h := ;5. a; T* € C[T]. Remarquons
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que, pour tout élément h de O(Dy (7)), h appartient & O(Dy (7)) et h + h
a O(Dy(r)).

Soit (fm)m>o0 une suite d’éléments de O(Dy(r)). D’aprés le cas précédent,
I'anneau O(Dy/ (7)) est noethérien, donc il existe M > 0 tel que, pour tout m >
M, on ait fi, € (fo,..., far) O(Dy(7)). Soit m > M. 1l existe hg,...,hy €
O(Dy (1)) tels que fp, = Z]—]\io hjf;. On a

M M ) 7
fm:]?m:zhjfj :Zhj—;hj fj7
§=0

Jj=0

done fm € (fo,---, far) O(Dg(r)). On en déduit que O(Dy (7)) est noethérien.
O

Un résultat similaire vaut également dans le cas ultramétrique. Le cas du
polydisque unité a été traité par E. Grosse—Klonne dans [GKO00, 1.4]. Un
résultat général proche de celui de J. Frisch et de Y.-T. Siu a été obtenu
par le second auteur dans [Poi08), théoréme A.5]. Pour éviter d’'introduire des
notions techniques supplémentaires, nous nous contenterons d’en énoncer la
conséquence suivante.

Théoréme 8.6.4. — Soit (k,|-|) un corps valué complet ultramétrique. Soient
n €N et r e R%,. Alors lanneau O(Dy(r)) est noethérien. O

Soit K un co_rps de nombres et A son anneau d’entiers. Notons ¥ l'en-
semble des places finies de K (vues comme des idéaux maximaux de A) et X
I'ensemble des places infinies de K (vues comme des classes de conjugaison de
plongements complexes). Posons ¥ := ¥ U 3. On utilisera les notations de
Iexemple pour les points de M(A).

Soit ¥ un sous-ensemble fini de X¢. Posons g := Yo U X4 Pour tout
o € Xy, fixons e, € ]0,+00] et, pour tout o € X, fixons e, € |0,1]. Posons

Vi= [ J{as:ee0,etu | J {ag:e€0,+o0]}.
LS UEE\EO

Notons A[1/%] 'ensemble des éléments de K qui sont entiers pour toutes les

places de 37 \ ¥ 7. Décrivons maintenant les fonctions globales sur V.

Lemme 8.6.5. — L’application A — O(V) induit un isomorphisme
A[1/%0] = O(V) et on a ||-||v = maxges, (| [57).
Démonstration. — C’est une conséquence des descriptions explicites démon-

trées dans [PoilOal §3.1.2]. O
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Passons maintenant aux fonctions sur des polydisques relatifs.

Notation 8.6.6. — Pourn € Net r = (ry,...,7,),8 = (51,...,5,) € RY,
on note r < s si, pour tout ¢ € [1,n], r; < s;. -
Lemme 8.6.7. — Soientn € N et v € R%. L’anneau O(Dy (7)) est consti-
tué des séries - .

— . T -

f—%sz < Als |1

vérifiant la condition suivante :

3s > r,Vo € Xy, lim |f;|57 s = 0.
11— 00

Démonstration. — Pour 8 € R<1, posons
Vg = U {a; :e€]0,Be,]} U U {a; : € €10, +0o0]}.
o€ O’GE\EO

La famille (V3)s>1 forme une base de voisinages compacts de V' dans M(A).

Le résultat découle alors de la proposition [1.4.8] et du lemme [8.6.5] en
remarquant que la condition lim; . | fi|g6" s* = 0 peut se retraduire par
hmi—)oo |fz|i" (Sl/’g)i =0. O

Ajoutons un résultat technique utile sur les fonctions sur des disques relatifs
contenus dans une branche.
Lemme 8.6.8. — Soit 0 € . Soient u,v € ]0,+00[ avec u < v. Si o € Y,
supposons que v < 1. Posons W := {a$ : ¢ € [u,v]}. Soient n € N et r €
[0,1[". Alors, le morphisme de restriction O(Dyw (r)) = O(Dyyqu) (1)) est un
isomorphisme.

En particulier, l'anneau O(Dyy (7)) est noethérien.
Démonstration. — Notons P := {(v/,v') € R%;: 0 < v/ <u < v < '}
Pour (u/,v') € P, posons Wy := {a5 : € € [u/,v']}. On a O(Wy ) = K, et
-, , = max(|-[2, |-[2).

La famille (Wys o) v)ep forme une base de voisinages compacts de W
dans M(A). On déduit alors de la propositionque I'anneau O(Dyy (7)) est
constitué des séries f = > ,o, fi T* € K,[T] vérifiant la condition suivante :

ds > r, lim max(|f;|% si, | fal2 si) =0,
1— 00
ou encore

ds >, lim max(|fi|s s7%, | fils s7) =0,
11— 00
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Or 7 € [0, 1[" et, pour tout s € [0,1[*, on a s'/* < s/¥. La condition est donc
encore équivalente a
3s > r, lim |fi|ss¥? =0.
11— 00

On en déduit que O(Dyy (1)) = O(Dyy(qn)(r))-
La derniére partie du résultat découle des théoremes [8.6.3] et [8.6.4] O

Nous utiliserons également un résultat de noethérianité pour les faisceaux
qui s’énonce sous la forme suivante.
Proposition 8.6.9. — Soit X un espace A-analytique. Soient F un faisceau
cohérent sur X et (Fp)m>0 une suite croissante de sous-faisceaur cohérents
de F. Alors, tout point de X posséde un voisinage sur lequel la suite (Fp)m>0
stationne. Ul
Dans le cadre surconvergent qui est le notre, la difficulté pour appliquer ce
théoréme réside dans le fait qu’il requiére que tous les faisceaux soient définis
sur un méme ouvert.
Théoréme 8.6.10. — Soientn € N et r € [0,1[". Alors l’anneau O(Dy (7))
est moethérien.
Démonstration. — Soit ( fm)m>0 une suite d’éléments de O(Dy (r)). Pour tout
m > 0, notons Z,, le faisceau d’idéaux engendré par fi,..., f,,). Insistons sur
le fait qu'il est a priori défini sur un voisinage de Dy (7) qui dépend de m.
Soit o € . Posons W, := {a5 : € € [e,/3,2,]}. D’aprés le lemme [8.6.8|
I'anneau O(Dyy, (7)) est noethérien. Il existe donc m, tel que, pour tout m >

My, ON ait

(f07 R fm) O(EWU(T)) = (f07 Tt fma) O(ﬁwo'(/r)>
D’aprés le corollaire [8.2.15] pour tout m > m, et tout x € Dy, (r), on a donc
(Im):v = (Ima)z~
Pour tout « € ]0, 1[, posons
Vo={b":beV}
= J{a o0 as}u | {ag:0e€(0,+o0]}.
€Y UGZf\Ef’Q

Il suit du lemme m que l'on a O(Dy, (rY)) = O(Dy(r)). En particulier,
toute fonction analytique définie au voisinage de Dy (7) est encore définie sur
au voisinage de 5‘/1 /2(r1/ 2). Notons U; /2 U'intérieur de ce dernier polydisque
dans A"y*". Puisque 7 € [0,1[", il contient 5V1/3(r). On déduit alors de la
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proposition qu’il existe m’ > 0 tel que, pour tout m > m’ et tout = €
ﬁvl/g(r), on ait (Zyn)z = (Z) -

Posons M := max (m/, maxses, (me)). Soit m > M. Pour tout = € Dy (r),
on a alors (Z,,)z = (Zpr).. En d’autres termes, le morphisme de faisceaux

P: oM — I,
M
(91, 9m) — Y _gifi
=1

est surjectif sur Dy (r). Son noyau K est un faisceau cohérent. De la suite
exacte courte 0 = K — OM — 7,, — 0, on tire une suite exacte longue

oo ODy ()M 22X 7 B (r)) — HY (Dy(r),K) — ...

Or, d’aprés le corollaire [8.2.16) on a H*(Dy(r),K) = 0, d’ott il découle que
fm € (fi,--s far) O(Dy(r)). On en déduit que I'anneau O(Dy (7)) est noe-
thérien. O

Traduisons ce résultat en termes plus concrets.
Notation 8.6.11. — Soit n € N. Soit f € A[1/3][T]. Pour tout o € %
et tout r € RZ,, on écrit Ry(f) > 7 si I'image de f dans K,[T] converge au
voisinage du d_isque Dy (r), le corps K, étant muni de la valeur absolue |- |-
Corollaire 8.6.12. — Soient n € N et v € [0,1[". Pour tout o € ¥, soit
a, € Rsg. Alors, le sous-anneau de A[1/30][T] constitué des séries f telles
que

Vo € ¥, Ro(f) > r
est noethérien.
Démonstration. — Quitte & multiplier les a, par une constante v > 0 et rem-
placer r par /7, on peut supposer que, pour tout o € g, on a o, € 10, 1].
Posons
Vi= [ J{as:ee0a0}u | {a5:e€0,+00]}.
o€Xo g€X\ X0

D’aprés le lemme , I’anneau décrit dans 'énoncé n’est autre que O(Dy (r)).
Le théoréme [8.6.10| assure qu’il est noethérien. ]
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Spectre analytique, 21
d’Ostrowski, 29
exemples, 24-28
linéaire, 29
Systéme, 221-231
de Banach, 221
de Banach fort, 221
de Cousin, 222, 231
de Runge, 225, 231
sur un disque, 226
sur un domaine polynomial, 231
Théoréme
A, 219, 252, 256
B, 219, 246, 252, 256, 260, 261, 264266
d’acyclicité de Tate, 255, 256
de Cartan, 228
de division de Weierstrafs, 53
avec controle des normes, 94
généralisé, 53
généralisé avec controle des normes,
101
de Kiehl, 256
de normalisation de Noether, 177
de préparation de Weierstrafs, 62
Nullstellensatz, 164, 166
Théoréme de Weierstrafs
division, 7
Valeur absolue triviale, 23
Voisinage, 51, 88, 207, 237, 255, 266
d’un point de type 1 ou 4, 47
d’un point de type 2 ou 3, 47
d’un point rigide, 49
d’un point rigide épais, 89
élémentaire, 237
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Normes et anneaux de Banach

Hoo

[l

[+ fo
Rtriv
k.hyb

s <t

I
s,
I
s,
lloo
o

”div

”v,rés

Isp

: ”M@AN

Valeur absolue usuelle sur Z, Q, R, C, etc., page 23

Valeur absolue p-adique normalisée sur Z, Q, Q,, C,, etc.,
page 23

Valeur absolue triviale sur un anneau, page 23

Anneau R muni de la valeur absolue triviale, page 27

corps k muni de la norme hybride, page 26

relation entre s,t € R satisfaite si s =0 ou s < t, page 40
norme 1 sur A(|T| < t), page 39

norme 1 sur A(s < |T'| <t), page 39

norme oo sur A{|T| < t}, page 42

norme oo sur A{s < |T'| < t}, page 42

norme oo sur A[S], page 48

norme oo de rayon v sur A[S], page 84

norme divisorielle sur A[S]/(G(S)), héritée de A? par division
euclidienne, page 84

norme résiduelle A[S]/(G(S)) induite par ||-||,, page 84
semi-norme spectrale de |||, s sur A[S]/(G(S)) pour v assez
grand, page 85

pour M, N des A-algébres de Banach, semi-norme tensorielle
sur M @4 N, page 132
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MU N séparé complété de M ®4 N pour la semi-norme ||- || pme A
page 132

M ®f}f N séparé complété de M ®4 N pour la semi-norme spectrale as-
sociée & || || me A, Page 132

Séries

A(T| <t)  séries & coefficients dans A normalement convergentes sur D(t),
page 39

A(s <|T| <t) séries de Laurent & coefficients dans A normalement conver-
gentes sur C(s,t), page 39

A{|T| <t} pour A ultramétrique, séries a coefficients dans A convergentes
sur D(t), page 42

A{s < |T'| <t} pour A ultramétrique, séries de Laurent & coefficients dans A

convergentes sur C(s,t), page 42

R (f) rayon de convergence complexe d’une série f, page 266

Ry (f) rayon de convergence d’une série f en une place o d’un corps de
nombres, page 271

Z.+[T] sous-anneau de Z[T] formé des séries f telles que Roo(f) > 7,
page 266

Espaces topologiques
dim, dimension de recouvrement d’un espace topologique, page 212

o

\%4 intérieur d’'une partie V' d’un espace topologique, page 36

Faisceaux cohérents

F(V) sections d’un faisceau cohérent F sur une partie V', page 38
Ann(F) annulateur de F, page 78

JFrtors sous-faisceau des sections de torsion de F, page 175

FY dual de F, page 175

JFan analytifié d’un faisceau cohérent F sur un schéma, page 184
N& radical d’un faisceau d’idéaux cohérent J, page 166

V(J) lieu des zéros d’un faisceau d’idéaux cohérent J, page 166
Z(2) faisceau d’idéaux des fonctions s’annulant en tout point d'un

fermé analytique Z d’un espace A-analytique, page 166
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Spectre analytique d’un anneau de Banach

M(A)
M(T)

Ker(x)

Te,x

evy

spectre analytique de A, page 21

application M(A’) — M(A) induite par un morphisme d’an-
neaux de Banach 7: A — A’ page 22

semi-norme sur A associée a point z de M(A), page 22

noyau de ||, page 22

corps résiduel complété de z, page 22

application H(z) — H(z') induite par un morphisme 7 d’an-
neaux de Banach, page 22

morphisme d’évaluation en x, page 22

évaluation en x d’un élément a de A, page 22

point associé a la semi-norme |- |5 sur A, page 28

ensemble des € € R+ pour lesquels x° est défini, page 28

eCasde A=17

ao

£
ap

£

o0

point de M(Z) associé a la valeur absolue triviale |-|o, page 24
point de M(Z) associé a la valeur absolue |-|7, page 24
point de M(Z) associé a la valeur absolue |-|5, page 24

e Cas de A = A, anneau des entiers d’un corps de nombres K

ao

point de M(A) associé & la valeur absolue triviale |-|o, page 26
point de M(A) associé a une valeur absolue m-adique, ot m est
un idéal maximal de A, page 26

point de M(A) associé¢ a une valeur absolue o-adique, ol o est
une place de K, page 26

Espace affine analytique sur un anneau de Banach

n,an

AA
n,an

Ar

Tn,

Tn,m

espace affine analytique de dimension n sur A, page 30
application A — A}* induite par un morphisme d’an-
neaux de Banach 7: A — A’, page 31

projection m,: A'y* — M(A), page 34

projection m,,: A — A sur les m premiéres coordon-
nées, page 34

semi-norme sur A[Ty,...,T,] associée a point z de AZ’an,
page 31
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corps résiduel complété de x, page 31

application H(z) — H(z') induite par un morphisme 7 d’an-
neaux de Banach, page 31

morphisme d’évaluation en z sur A[T1,...,T,], page 31
morphisme d’évaluation en x sur K(V'), page 32

évaluation en x d’un élément f de A[T1,...,T,], page 31
évaluation en x d’'un élément f de IC(V'), page 32

évaluation en x d’une section f de O AT, Page 33

pour z archimédien, élément de ]0,1] tel que |-|, = |-\iéw),
page 32

point associé a la semi-norme |-|, page 35

partie ultramétrique d’une partie V' de A}*", page 31

partie archimédienne de V', page 31

semi-norme uniforme sur une partie compacte V de AZ’an,
page 32

fractions rationnelles sans poles sur V', page 32

séparé complété de (V') pour ||-]|v, page 35

faisceau structural sur AZ’an, page 33

anneau local en un point x de EnA, page 34

idéal maximal de O,, page 34

= O, /m,, corps résiduel de x, page 34

fonctions surconvergentes sur un compact V' de AZ’M, page 38
séparé complété de O(V) pour |||y, page 43

pour U ouvert de la partie archimédienne de AZ’an, morphisme
canonique R — O(U), page 33

pour b point archimédien de M(A), plongement canonique
R" — 7, 1(b), page 202

= (T1,...,T,), n-uplet de coordonnées, page 202

= (r1,...,m) € R, page 202

relation satisfaite si r; < s; pour tout i € [1,n], page 269

= (i1,...,1n) € N", page 202

=1} _, rim, page 202

sur un corps valué ultramétrique complet, unique point du bord
de Shilov du polydisque centré en 0 de polyrayon r, page 202
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une section de la projection 7, page 202

espace affine relatif au-dessus de U, page 205
polydisque ouvert relatif au-dessus de U, page 205
polydisque fermé relatif au-dessus de U, page 205
polycouronne ouverte relative au-dessus de U, page 205
polycouronne fermée relative au-dessus de U, page 205

Droite affine analytique sur un anneau de Banach

1,an
A.A
DV(Pa t)
EV(Pa t)

Ya
Yau
Rés

droite affine analytique sur un anneau de Banach A, page 30
domaine polynomial ouvert relatif au-dessus de V', page 38
domaine polynomial fermé relatif au-dessus de V', page 38
domaine polynomial ouvert relatif au-dessus de V', page 38
domaine polynomial fermé relatif au-dessus de V', page 38
disque ouvert relatif au-dessus de V', page 38

disque fermé relatif au-dessus de V', page 38

couronne ouverte relative au-dessus de V', page 38

couronne fermée relative au-dessus de V', page 38

polynéme minimal d'un point rigide z de A,* (dans k[T]),
page 47

degré de p,, page 47

polynéme minimal épais d’un point rigide épais = de Ai{an
k(b)[T] si x est au-dessus de b € M(A)), page 60
endomorphisme de Ai{an induit par P € A[T], page 87
fermé de Zariski de Ai{an défini par G € A[S], page 85
morphisme Zg — M(A), page 85

morphisme naturel O(U)[T]/(G(T)) — Oz, (¢ (U)), page 90
résultant, page 86

(dans

Espace analytique sur un anneau de Banach

K(z)
f(z)

corps résiduel d’un point  d’un espace A-analytique, page 73
corps résiduel complété du point z, page 73
évaluation en x d’une section f de Ox, page 73

Hom 4_10¢(X,Y) pour X,Y espaces localement A-annelés, ensemble des mor-

A—An

phismes d’espaces localement A-annelés de X dans Y, page 121

catégorie des espaces A-analytiques, page 74
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Hom 4 An(X,Y) pour X,Y espaces A-analytiques, ensemble des morphismes

Any

analytiques de X dans Y, page 73

catégorie des espaces analytiques au-dessus de A, page 77

Homan, -(X,Y) pour X espace B-analytique, Y espace B'-analytique et

7: B — B’ morphisme d’anneaux de Banach, ensemble des
morphismes analytiques de X dans Y au-dessus de 7, page 76

Homa, ,(X,Y) pour X,Y espaces analytiques au-dessus de A, ensemble des

Yz

Xan

px

an

Xz
Xo4B

X xqY
XXZY

X Xz Y
Ax
Axy

Ly

morphismes analytiques de X dans Y, page 77

morphisme analytique M(H(z)) — X associé a un point z d'un
espace A-analytique X, page 77

analytifié d’'un schéma X', page 122

morphisme canonique X*" — X', page 122

analytifié d’un morphisme de schémas ¢, page 122

extension des scalaires d’'un espace A-analytique X & un anneau
de Banach B, page 122

extension des scalaires d’'un espace A-analytique X & un anneau
de Banach B, page 122

produit d’espaces A-analytiques X et Y, page 126

produit fibré d’espaces A-analytiques X et Y au-dessus d’un
espace A-analytique Z, page 127

produit fibré d’un espace A-analytique X et d’un espace B-
analytique Y au-dessus d’un espace A-analytique Z, page 128
pour un espace A-analytique X, morphisme diagonal X — X x 4
X, page 128

pour un espace A-analytique X au-dessus d’un espace A-
analytique Y, morphisme diagonal X — X xy X, page 128
graphe d’un morphisme d’espaces A-analytiques ¢, page 140

dim, (X/M(A)) dimension relative d'un espace A-analytique X en un point z,

v (X)
dim, (X)

page 180
= 0 si X est vertical en z, 1 sinon, page 181
dimension de X en z, page 182

Systémes de Banach

K-, K+
L

compacts d’un espace A-analytique, page 221
intersection K~ N KT des compacts K~ et KT, page 221
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union K~ U K des compacts K~ et KT, page 221

famille d’espaces de Banach associée & K~ dans un systéme de
Banach, page 221

famille d’espaces de Banach associée & K dans un systéme de
Banach, page 221

famille d’espaces de Banach associée a L dans un systéme de
Banach, page 221

Arbres binaires de compacts

arbre binaire de compacts, page 236

ensemble des noeuds internes de 7, page 236

compact étiquetant un nceud v de T, page 236

famille des compacts associés aux feuilles de T, page 236
ensemble des noeuds w # v situés entre la racine et v tels que v
soit & gauche de w, page 238

ensemble des nceuds w # v situés entre la racine et v tels que v
soit a droite de w, page 238

arbre binaire de compacts élémentaire, page 238
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